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Resumo 
 
 
Bezerra, Bernardo Vieira; Veiga Filho, Álvaro de Lima (Orientador). 
Incorporação da Incerteza dos Parâmetros do Modelo Estocástico de 
Vazões na Política Operativa do Despacho Hidrotérmico. Rio de Janeiro, 
2015. 131p. Tese de Doutorado – Departamento de Engenharia Elétrica, 
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 
 
O objetivo do planejamento da operação hidrotérmica de médio e longo 

prazo é definir as metas para geração de cada hidroelétrica e termelétrica, a fim de 

atender à carga ao menor custo esperado de operação e respeitando as restrições 

operacionais. Algoritmos de Programação Dinâmica Estocástica (PDE) e de 

Programação Dinâmica Dual Estocástica (PDDE) têm sido amplamente aplicados 

para determinar uma política operativa ideal o despacho hidrotérmico. Em ambas 

as abordagens a estocasticidade das afluências é comumente produzida por 

modelos periódicos autoregressivos de lag p - PAR(p), cuja estimativa dos 

parâmetros é baseada nos dados históricos disponíveis. Como os estimadores são 

funções de fenômenos aleatórios, além da incerteza sobre as vazões, também há 

incerteza sobre os parâmetros estatísticos, o que não é capturado no modelo PAR 

(p) padrão. A existência de incerteza nos parâmetros significa que há um risco de 

que a política da operação hidrotérmica planejada não será a ótima. O objetivo 

desta tese é apresentar uma metodologia para incorporar a incerteza dos 

parâmetros do modelo PAR (p) no problema de programação estocástica 

hidrotérmica. São apresentados estudos de caso ilustrando o impacto da incerteza 

dos parâmetros nos custos operativos do sistema e como uma política operativa 

que incorpore esta incerteza pode reduzir este impacto. 

 

 

 

Palavras-chave 

Engenharia Elétrica; Programação Dinâmica Estocástica; Programação 

Dinâmica Dual Estocástica; Incerteza nos Parâmetros; Avaliação de Incertezas; 

Despacho Hidrotérmico; Bootstrap. 
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Abstract 

 
Bezerra, Bernardo Vieira; Veiga Filho, Álvaro de Lima (Advisor).  
Stochastic Hydrothermal Scheduling with Parameter Uncertainty in the 
Streamflow Models. Rio de Janeiro, 2015. 131p. DSc. Thesis – 
Departamento de Engenharia Elétrica, Pontifícia Universidade Católica do 
Rio de Janeiro. 

 
 

The objective of the medium and long-term hydrothermal scheduling 

problem is to define operational target for each power plant in order to meet the 

load at the lowest expected cost and respecting the operational constraints. 

Stochastic Dynamic Programming (SDP) and Stochastic Dual Dynamic 

Programming (SDDP) algorithms have been widely applied to determine the 

optimal operating policy for the hydrothermal dispatch. In both approaches, the 

stochasticity of the inflows is usually produced by periodic auto-regressive 

models - PAR (p), whose parameters are estimated based on available historical 

data. As the estimators are a function of random phenomena, besides the inflows 

uncertainty there is statistical parameter uncertainty, which is not captured in the 

standard PAR (p) model. The existence of uncertainty in the parameters means 

that there is a risk that the hydrothermal operating policy will not be optimal. This 

thesis presents a methodology to incorporate the PAR(p) parameter uncertainty 

into stochastic hydrothermal scheduling and to assess the resulting impact on the 

computation of a hydro operations policy. Case studies are presented illustrating 

the impact of parameter uncertainty in the system operating costs and how an 

operating policy that incorporates this uncertainty can reduce this impact.  

 

 

 

 

Keywords 

Electrical Engineering; Stochastic Dynamic Programming; Stochastic Dual 

Dynalic Programming; Parameter Uncertainty Assessment; Hydro Scheduling; 

Bootstrap. 
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1                                                                                 

INTRODUÇÃO 

 

 

1.1  

Planejamento da operação hidrotérmica 

 

O objetivo do planejamento da operação hidrotérmica de médio e longo 

prazo é definir as metas para geração de cada hidroelétrica e termelétrica, a fim de 

atender à demanda projetada ao menor custo esperado de operação durante cada 

etapa do horizonte de planejamento e respeitando as restrições operacionais. O 

custo operacional inclui despesas com combustível e penalidades por não atender 

a demanda. 

Diferente de usinas térmicas, as hidrelétricas não possuem custos 

operacionais diretos. Como a energia pode ser armazenada em termos de água do 

reservatório, as usinas hidrelétricas têm um custo de oportunidade de deslocar o 

custo do combustível hoje ou no futuro. O cálculo deste custo de oportunidade, 

que é também chamado de "valor da água", é um problema de otimização bastante 

complexo por ser um processo de decisão acoplado no tempo e, como é 

impossível ter previsões perfeitas das vazões afluentes futuras, sua incerteza é 

representada por meio de cenários, o que torna o problema da operação 

hidrotérmica também estocástico. 

Algoritmos de Programação Dinâmica Estocástica (PDE) têm sido 

amplamente aplicados neste contexto para determinar uma política operativa ideal 

para o despacho hidrotérmico de longo prazo e têm sido utilizados por vários anos 

em diversos países com predominância hidroelétrica[1][2][3]. No entanto, o 

esforço computacional da PDE cresce exponencialmente com o número de 

reservatórios, a conhecida "maldição da dimensionalidade", o que limita sua 

aplicação para sistemas de grande porte como o brasileiro. Em 1985, a 

Programação Dinâmica Dual Estocástica (PDDE) [4], que é baseada em 

decomposição de Benders multi-estágio, surgiu para resolver o problema de forma 

computacionalmente eficiente, sem a necessidade de enumerar todos os espaços 

de estados e, desde então vem sendo aplicada com sucesso em mais de 60 países, 
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incluindo o Brasil. 

 

1.2  

Modelo estocástico de vazões 

 

Um aspecto interessante é que, seja na abordagem da PDE ou na PDDE, a 

geração dos cenários de afluência futura é um componente crítico, pois caracteriza 

a estocasticidade do problema. Embora existam muitos modelos estatísticos 

disponíveis na literatura [5][6][7][8], sendo usual em alguns países a operação de 

usinas hidrelétricas com base em afluências sorteadas do histórico, a 

estocasticidade é comumente representada através de modelos autoregressivos 

periódicos de lag p, mais conhecidos como “modelos PAR (p)”[4]. Apesar desta 

classe de modelos ter sido introduzida para a simulação de séries estocásticas de 

vazão por Thomas e Fiering [91] na década de 1960 [41], sua aplicação ao 

despacho hidrotérmico ganhou destaque no final da década de 80, com o advento 

da técnica da PDDE. As razões desta atratividade são a relação linear entre a 

vazão em um estágio t e as vazões dos estágios anteriores (t-1, t-1,..t-p) e, apesar 

de ser um modelo em base mensal, a reprodução de autocorrelação nas vazões 

anuais, fato estilizado de sistemas com regularização plurianual como o do Brasil 

[7], mesmo utilizando lags menores que 6. 

A partir dos parâmetros estatísticos extraídos das observações históricas de 

cada posto de vazão, estes modelos são capazes de produzir cenários sintéticos de 

vazões representando a sua sazonalidade, dependência serial e espacial dentro de 

uma bacia hidrográfica e entre bacias diferentes, que são utilizados na simulação 

final da operação hidrotérmica. Adicionalmente, estes cenários são utilizados na 

recursão backward da PDE e da PDDE – fase conhecida também como cálculo da 

política operativa - para calcular a distribuição de probabilidade das vazões no 

estágio t, condicionada aos valores observados nos estágios t-1, t-2,..., t-p. Os 

cenários de vazões afluentes são multivariados, com uma componente para cada 

usina hidrelétrica, e usualmente produzidos através de simulação de Monte Carlo. 

Técnicas de otimização estocástica com base nos modelos PAR (p) têm sido 

aplicadas com sucesso em todo o mundo para a programação do despacho de 

sistemas hidrotérmicos reais, como o Brasil [9]. 
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1.3  

Incerteza nos parâmetros do modelo estocástico de vazões 

 

Em todas as aplicações, a estimativa dos parâmetros estatísticos do modelo 

PAR (p) é baseada nos dados históricos disponíveis de cada posto de vazão.  No 

entanto, nota-se que os estimadores estão sujeitos a uma incerteza: como as 

vazões observadas no histórico são uma realização de um fenômeno aleatório, os 

estimadores também são funções de fenômenos estocásticos. Isso significa que, 

além da incerteza sobre as vazões, também há incerteza sobre os parâmetros 

estatísticos, o que não é atualmente representado no modelo PAR (p) padrão. A 

existência de incerteza nos parâmetros significa que há um risco de que a política 

da operação hidrotérmica planejada considerando um modelo PAR(p) tradicional 

não será a ótima. Por exemplo, se houver um viés negativo na projeção de vazões 

futuras, a água pode ser armazenada sem necessidade nos reservatórios, o que 

aumenta a probabilidade de vertimento no futuro. Por outro lado, se houver viés 

positivo, o deplecionamento do reservatório pode ser maior que o necessário, 

levando a maiores custos operativos no futuro. A figura a seguir ilustra o impacto 

da estimação de parâmetros com viés negativo na Função de Custo Futuro (FCF) 

e na Função de Custo Total (FCT), soma de FCF com Função de Custo Imediato 

(FCI). A subestimativa das vazões futuras faz com que os reservatórios operem 

mais cheios que o necessário, resultando em um custo adicional para o sistema. 
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Figura 1-1 – Impacto da incerteza dos parâmetros na Função de Custo Total 

Além da incerteza na estimação dos parâmetros, o uso de modelos 

estocásticos está sujeito a erros decorrentes da incerteza na escolha da distribuição 

de probabilidade (e.g. normal e log-normal) e da incerteza na escolha da estrutura 

do modelo (e.g. ARMA, PAR(p), etc). Muitos trabalhos têm sido desenvolvidos 

com o objetivo de avaliar o erro da estimativa dos parâmetros e algumas técnicas 

permitem a avaliação da incerteza na escolha da distribuição de probabilidade e da 

estrutura do modelo. Uma técnica comumente utilizada é o cálculo do intervalo de 

confiança do estimador (Método Clássico), que, para alguns parâmetros (e.g. 

média, desvio padrão, autocorrelação), pode ser obtido através de fórmulas 

estatísticas clássicas ou mesmo por técnicas de reamostragem, como, por 

exemplo, Jacknife ou Bootstrap [13]. Adicionalmente, métodos que utilizam 

aproximação assintótica normal e modelo de média Bayesiana, também podem 

quantificar o efeito da incerteza nos parâmetros no modelo estocástico. De acordo 

com [26] e [28] o efeito da incerteza dos parâmetros do modelo é maior que o 
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efeito da escolha da distribuição de probabilidade e da escolha no modelo 

estocástico. O trabalho desenvolvido por Stedinger e Taylor (1982) [25] deu 

suporte a esta afirmação, através da análise do impacto da incerteza dos 

parâmetros do modelo AR(1) univariado na confiabilidade de um sistema de 

reservatórios.  

Lee (2009) [27] compara as performances do Método Clássico e do Método 

Bayesiano para quantificar a incerteza dos parâmetros dos modelos estocásticos 

de vazões. As análises são realizadas para diferentes classes de modelos de vazões 

(univariados, multivariados, agregados, desagregados, anual, mensal, entre 

outros). Mostra-se que a abordagem Bayesiana gera séries sintéticas com maior 

variabilidade que a abordagem Clássica. Darú et al em 1992 [23] utiliza uma 

técnica de reamostragem em um modelo de vazões anuais AR(1), em conjunto 

com técnica de desagregação mensal [113], que permite avaliar a incerteza dos 

parâmetros sem a incorporação dos erros de modelagem. O método foi aplicado a 

estudos de regularização do reservatório de Furnas, no Rio Grande, onde mostrou-

se que a consideração da incerteza dos parâmetros aumentou o risco de déficit de 

5% para 10%. O trabalho mostrou também que: (i) quanto maior o reservatório 

maior o impacto da incerteza dos parâmetros; (ii) quanto menor é a amostra maior 

o impacto da incerteza dos parâmetros; e (iii) quanto menor o risco de déficit 

exigido para o sistema maior é o impacto da incerteza dos parâmetros no risco de 

déficit. Este último item significa que o impacto da incerteza dos parâmetros é 

maior em eventos extremos e de baixa probabilidade, como, por exemplo, 

diversos anos seguidos de secas severas. 

 

1.4  

Objetivo e contribuição desta tese 

 

No conhecimento do autor, a literatura existente sobre incerteza de 

parâmetros de modelos estocásticos de vazão aborda técnicas de geração de séries 

sintéticas considerando esta incerteza e procedimentos para quantificar seu 

impacto no custo operativo do sistema, evidenciando a importância e relevância 

do tema. Não foram encontrados na literatura trabalhos para aprimorar a política 

operativa do sistema, considerando esta incerteza.  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021510/CA



 

1. Introdução 

   

 

20
 

O objetivo desta tese é apresentar uma metodologia para incorporar a 

incerteza dos parâmetros do modelo estocástico de vazões no problema de 

programação estocástica hidrotérmica. No conhecimento do autor, a incorporação 

da incerteza dos parâmetros do modelo estocástico no cálculo da política operativa 

do despacho hidrotérmico não se encontra na literatura e a principal contribuição 

desta tese é apresentar uma metodologia operacional que incorpore essa fonte de 

incerteza na geração de séries sintéticas. Adicionalmente, é utilizada uma técnica 

de geração de séries sintéticas que permite expurgar as outras incertezas inerentes 

ao processo estocástico (incerteza com relação à distribuição de probabilidade, 

incerteza com relação à estrutura do modelo e incerteza com relação à 

amostragem dos cenários) e se concentrar na incerteza dos parâmetros.  

O problema da incerteza dos parâmetros ocorre em qualquer modelo 

estocástico, inclusive em simulações baseadas em sorteio de anos do histórico. A 

razão para focar o trabalho no modelo PAR(p) é a sua relevância para o despacho 

hidrotérmico de sistemas que utilizam a técnica da PDDE, em particular o Brasil. 

Por fim, o estudo de caso foi desenvolvido na PDE com o objetivo de permitir a 

utilização do modelo PAR(p) gaussiano e assim excluir a incerteza com relação à 

estimação do terceiro parâmetro da distribuição log-normal. 

 

1.5  

Organização da Tese 

 

O Capítulo 2 apresenta uma revisão do modelo estocástico de vazões 

PAR(p), discutindo o processo de estimação dos parâmetros e de simulação de 

séries sintéticas. O Capítulo 3 discute a metodologia para o cálculo do despacho 

hidrotérmico em sistemas centralizados como o do Brasil, com destaque para uma 

formulação alternativa para a Programação Dinâmica Estocástica (PDE), que será 

utilizada na proposta metodológica desta tese. O Capítulo 4 apresenta a 

metodologia proposta nesta tese para gerar séries sintéticas representando 

incerteza nos parâmetros do modelo PAR(p) e apresenta resultados desta incerteza 

no custo operativo do despacho hidrotérmico. O Capítulo 5 apresenta a 

metodologia proposta nesta tese para a incorporação da incerteza dos parâmetros 

no cálculo da política operativa do despacho hidrotérmico estocástico. No 

Capítulo 6 um estudo de caso é ilustrado com a metodologia apresentada nesta 
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tese. O Capítulo 7 apresenta as principais conclusões do trabalho e sugestões para 

pesquisas posteriores. Os Anexos 8 e 9 apresentam formulações desenvolvidas ao 

longo desta tese, que fazem parte de uma agenda de trabalho para pesquisas 

futuras. 
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2                                                                                                   

O MODELO ESTOCÁSTICO DE VAZÕES AFLUENTES 

PAR(P) 

 

 

O objetivo deste capítulo é apresentar uma revisão dos modelos estocásticos 

para geração de séries sintéticas de vazão afluente, com o foco no modelo PAR(p) 

e na estimação de seus parâmetros. 

 

2.1  

Vazão natural afluente: definição 

 

As previsões de vazões afluentes de curto, médio ou longo prazo, em escala 

de tempo diária, semanal, mensal ou anual, são de extrema importância para o 

gerenciamento e planejamento dos recursos hídricos. Como aplicações, pode-se 

citar o controle de cheias, gerenciamento de irrigação e operação de reservatórios 

de abastecimento de água, bem como aspectos legais e institucionais relacionados 

ao gerenciamento e planejamento dos recursos hídricos [54].  

No caso específico do despacho hidrotérmico, para se determinar o 

montante de energia que será produzido por cada hidrelétrica no sistema, é 

necessário saber a quantidade de água que estará disponível nos reservatórios. A 

vazão natural é a quantidade média de água disponível para cada reservatório (m3) 

por unidade de tempo (s). Portanto, usualmente a vazão natural afluente é medida 

em m3/s. 

De acordo com [55], o fenômeno físico responsável pela formação da vazão 

natural afluente pode ser caracterizado pelos seguintes fatores intervenientes: 

 

1. Precipitação; o principal fator interveniente na formação das vazões, 

sendo a variável que acaba imputando a característica estocástica no 

processo hidrológico; 

2. Declividade da bacia: a energia potencial resultante da diferença de 

nível ao longo da bacia hidrográfica é um fator que influencia 

diretamente na velocidade da água e por tanto na formação da vazão;  
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3. Evaporação;  

4. Infiltração: fator associado à umidade, permeabilidade e temperatura 

da superfície do rio e da profundidade do trecho impermeável;  

5. Recarga do aquífero: mede a capacidade de retorno da água do 

lençol freático subterrâneo aos rios, lagos e lagoas; 

6. Percolação: mede a capacidade do escoamento subsuperficial se 

tornar aquífero subterrâneo, ou seja, está diretamente ligado a dois 

fatores fundamentais que são a formação geológica do solo e o uso 

desse solo tanto na composição da vegetação quanto na capacidade 

de permeabilização do mesmo.  

Enquanto a precipitação e a evaporação são influenciadas pelas mudanças 

climáticas, os outros fatores sofrem influência de alterações resultantes do 

assoreamento, da erosão topográfica do curso d'água e das margens do rio, e das 

mudanças nas camadas do solo. Um modelo para geração de séries sintéticas 

considerando o efeito das mudanças climáticas é apresentado em [56]. 

O método atualmente mais utilizado para a medição das vazões consiste em 

realizar campanhas de medição nas quais são levantados pares de pontos 

operativos de nível e vazão, que permitem construir as respectivas curvas-chave 

[57]. Este método considera que a declividade do rio e a forma de sua seção são 

relativamente constantes ao longo do tempo, sendo o nível a única variável 

temporal. Como consequência, somente se utilizam os valores medidos do nível 

dos reservatórios e, com auxílio dessas curvas-chave, obtém-se as afluências nos 

locais desejados, até que se faça uma nova campanha de medição que sinalize a 

necessidade da modificação da curva-chave anteriormente obtida, seja por 

alteração da forma da seção do rio ou por alteração na sua declividade.  

No entanto, este processo mede a vazão afluente na seção do rio. A vazão 

natural afluente é aquela que ocorreria em uma seção do rio se não houvesse, a 

montante, ações antrópicas na bacia, como a regularização de reservatórios, as 

transposições de vazão e as captações para diversos fins. Como os modelos de 

previsão de vazões têm como objetivo representar o fenômeno físico sem os 

efeitos das ações antrópicas, é necessário reconstituir as vazões naturais afluentes. 

A reconstituição de vazões naturais é um processo laborioso e muitas vezes 

impreciso, pois envolve a consideração de alguns dos fatores intervenientes 

supramencionados, que muitas vezes são de difícil medição ou estimação. Os 
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principais métodos de reconstituição de vazões são: (i) cálculo do balanço hídrico, 

através dos dados de vazão afluente e evaporação no reservatório em questão, da 

variação de volume e evaporação nos reservatórios a montante deste, e do tempo 

de viagem da água entre estes reservatórios; e (ii) utilização de postos 

fluviométricos no trecho incremental a montante do reservatório em questão e que 

não possuam aproveitamentos a montante, ou seja, que tenham sua vazão natural 

preservada. Neste último método, a transferência da vazão do trecho incremental 

para o local da hidrelétrica em questão é realizada através da relação entre áreas 

de drenagem  [55]. 

 

2.2  

Modelos de previsão de vazões 

 

Existe na literatura uma vasta gama de métodos de previsão de vazões. Os 

métodos utilizados podem ser divididos em dois grupos principais: (i) métodos 

que modelam matematicamente as relações físicas do processo de formação das 

vazões; e (ii) métodos baseados nos dados históricos de vazão. A combinação dos 

dois métodos tem sido utilizada para a previsão de vazão de longo e médio prazo 

em algumas bacias dos Estados Unidos [61]. Apresenta-se a seguir uma breve 

descrição dos dois métodos. Esta seção é baseada na revisão literária bastante 

completa preparada por Wang em [41]. 

 

2.2.1  

Modelos físicos 

 

Existem basicamente dois tipos de modelos baseados nos processos físicos 

para previsão de vazões. O primeiro tipo consiste nos modelos de escoamento, 

que analisam a relação física entre a precipitação e as diferentes superfícies. Estes 

modelos são bastante utilizados quando a formação da vazão é determinada 

principalmente pela precipitação. Apesar de sua utilização ser predominante para 

operação em tempo real e para projeções de curto prazo (para o próximo dia), 

existem modelos de projeção para o médio e longo prazo (para os próximos 10 

dias ou até mesmo para o próximo mês). Por exemplo, a British Columbia Hydro 

and Power Authority, empresa geradora do Canadá, utiliza um modelo de 
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escoamento para prever as vazões de Janeiro a Agosto [58]. O principal entrave 

para os modelos de escoamento de longo prazo é a qualidade das previsões 

meteorológicas para horizonte de médio e longo prazo. No caso do modelo 

utilizado no Canadá, as previsões de vazão são obtidas utilizando como previsão 

para o período de Janeiro a Agosto os próprios dados históricos de precipitação. 

Como exemplos de modelos de escoamento, podemos citar aqueles baseados na 

capacidade de infiltração do solo; nas interações entre o solo, a biosfera e a 

atmosfera; em modelos hidrológicos de macro escala; entre outros [56]. 

O segundo tipo de modelo físico consiste nos modelos para o cálculo da 

vazão de recessão. Estes modelos descrevem as vazões resultantes da drenagem 

do lençol freático e são utilizados para prever as vazões durante o período de 

estiagem posterior ao período de cheias [59]. A principal ferramenta utilizada 

nesta técnica é a curva de recessão, que relaciona a vazão do rio com o tempo 

decorrido após a última cheia. Esta curva depende do grau de infiltração de água 

do aquífero, que é função do tipo de rocha matriz do aquífero e do tipo de 

cobertura do solo.  

 

2.2.2  

Modelos baseados em dados históricos 

 

Os modelos para projeção de vazões baseados nos dados históricos possuem 

como atrativo principal a possibilidade de representar processos complexos 

através de critérios matemáticos. Adicionalmente, a estrutura dos modelos pode 

ser utilizada para entender melhor a dinâmica do fenômeno físico. De acordo com 

[60], a falta de acurácia sobre o fenômeno físico responsável pela formação da 

vazão em algumas localidades, dificultando o uso de modelos de escoamento, fez 

com que os modelos baseados nos dados históricos ganhassem mais popularidade 

no início deste século. 

Os principais modelos baseados nos dados históricos são aqueles que 

utilizam técnicas estatísticas de regressão e séries temporais. Os modelos de 

regressão são os mais antigos para previsão de vazões, tendo seu início baseado 

em análises gráficas e, posteriormente, sendo aplicadas técnicas estatísticas 

baseadas em componentes principais, regressão multivariada e regressão não-

paramétrica, entre outras. Estes modelos usam como variáveis explicativas fatores 
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locacionais (e.g. precipitação, temperatura e neve cumulada), e fatores geológicos 

(e.g. temperatura do oceano). Existem modelos de regressão linear de previsão de 

vazão que relacionam o escoamento com a quantidade de precipitação na bacia 

[73]; modelos lineares multivariados que relacionam a vazão com a precipitação, 

neve acumulada e temperatura [74]; modelos que relacionam a vazão no período 

de estiagem com a precipitação e as vazões realizadas no período úmido [75]; e 

modelos que relacionam a vazão com os eventos de El Niño e La Niña [76]. 

Nas últimas décadas, após Box and Jenkins [78] padronizarem a sistemática 

para construção dos modelos em três estágios (identificação, estimação e 

diagnóstico), os modelos de séries temporais passaram a ser utilizadas 

amplamente para projeções em diversas áreas de conhecimento. Além de serem 

utilizadas para a geração de séries sintéticas de vazão, os modelos de séries 

temporais também permitem detectar as componentes do fenômeno físico 

(tendência, sazonalidade, frequência, etc) e preencher dados faltantes do histórico. 

Existem dois principais tipos modelos de séries temporais para projeção de 

vazões: modelos univariados e modelos que incorporam variáveis exógenas [41]. 

Os modelos univariados mais populares para a projeção de vazões são o 

autoregressivo AR e suas variantes, como o modelo autoregressivo com média 

móvel ARMA e o modelo autoregressivo integrado de média móvel ARIMA 

(para detalhes ver [72]). Como estes modelos exigem a premissa de 

estacionaridade das séries, sua aplicação está restrita a modelos de projeção de 

vazões anuais.  Por exemplo, uma aplicação do modelo AR(1) para projeção de 

vazões anuais no Brasil com posterior desagregação mensal é analisada em [23]. 

Para a projeção de vazões em escala de tempo inferior, devido à forte 

sazonalidade das vazões, os principais modelos utilizados são o ARIMA sazonal 

(SARIMA), o ARIMA periódico (PARIMA), e o ARIMA aplicado em séries 

dessazonalizadas [67]. Os modelos dessazonalizados e periódicos são utilizados 

normalmente quando o processo estocástico é estacionário durante cada estação 

do ano. Já os modelos SARIMA são utilizados quando há alteração no nível ou 

outras estatísticas ao longo dos anos [56]. Adicionalmente, de acordo com Bender 

[77], os modelos SARIMA são normalmente indicados para sistemas com 

aquíferos com baixa capacidade de armazenamento a montante, enquanto os 

modelos SARMA e PARMA são recomendados para sistemas com grande 

capacidade de armazenamento nos aquíferos e, portanto, processos com longa 
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memória devido ao longo período para resposta às precipitações. Outro modelo de 

longa memória aplicado para a projeção de vazões é o FARIMA (p,q,d). Este 

modelo é uma generalização dos modelos SARIMA para o caso onde assume 

qualquer valor real, sendo um dos modelos de memória longa mais flexível e 

abrangente. Uma aplicação desta metodologia para geração de séries sintéticas de 

Energia Natural Afluente (ENA) no Brasil, mostrando um bom desempenho com 

relação à representação de longas sequências de secas, é apresentada em [64]. 

As principais classes de modelos de séries temporais com variável exógena 

são o ARMAX e o transfer function noise (TFN). Estes modelos permitem incluir 

nas projeções variáveis explicativas do processo de formação de vazões, tais como 

taxa de degelo, precipitação, temperatura do oceano, entre outros. Uma aplicação 

do modelo ARMAX para projeção de vazões no curto prazo resultantes de degelo 

é apresentada em [62], cujos resultados são superiores ao do modelo ARMA (1,1). 

Uma aplicação do modelo TFN para a projeção de vazões do Rio Nilo 

considerando o índice El Niño Southern Oscillation (ENSO) da temperatura do 

oceano que indica a presença do fenômeno El Niño é apresentado em [63]. Um 

modelo periódico autorregressivo que também incorpora este índice é apresentado 

em [83]. 

Os modelos mencionados acima são lineares e exigem que os processos 

estocásticos sejam Gaussianos. No entanto, alguns processos de vazão, 

principalmente em escala diária, não são lineares e na maioria dos casos não são 

processos Gaussianos, pois suas distribuições de probabilidade possuem forte 

assimetria. Para superar o primeiro entrave, existem na literatura modelos de 

séries temporais não lineares da classe TAR (threshold autoregressive) [65], além 

de modelos que não são baseados em séries temporais, tais como: redes neurais 

artificiais (ANN em inglês), lógica nebulosa e análise de correlação canônica 

(CCA). Aplicações de ANN para projeção de vazões podem ser encontradas em 

[66][68]. Uma comparação entre os modelos ANN e ARIMA para projeção de 

vazões do Rio Apalachicola, localizado nos EUA, em base diária, semanal, 

mensal e anual, mostrando que o modelo ANN apresenta melhor performance, é 

apresentada em [69]. Já em [54], apresenta-se uma aplicação dos modelos ANN, 

SARIMA e ARIMA para a projeção de vazões anuais do Rio Kizil, localizado na 

China, onde se concluiu que a utilização de modelos ANN não apresentou 

melhoria significativa. Aplicações de CCA para bacias da América do Sul são 
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apresentadas em [70]. Em [71] é apresentada uma aplicação de lógica nebulosa 

para projeção de vazões durante a primavera, cujos resultados apontam 

performance superior aos modelos de regressão. 

Com relação à premissa de distribuição Gaussiana nos modelos 

supramencionados, as técnicas normalmente utilizadas para contornar esta 

necessidade consistem em transformações feitas nas séries históricas, como, por 

exemplo, a transformação de Box e Cox [79] e a aplicação do log nas séries 

[12][80]. No caso do Setor Elétrico Brasileiro, o modelo PAR(p) é utilizado 

considerando que os ruídos possuem distribuição lognormal [7]. De acordo com 

[82], as transformações aplicadas nas séries históricas de vazões para garantir 

distribuições normais podem resultar em uma simulação não realista da assimetria 

das vazões. Os autores propõem a utilização de modelos autorregressivos 

periódicos Gama (PAGAR, PMGAR e PGAR), que permitem modelar a 

assimetria da série sem a necessidade de aplicar qualquer transformação, 

utilizando uma distribuição Gama ao invés da gaussiana. Recentemente, a 

aplicação de modelos Gama para a projeção de Energia Natural Afluente no 

Sistema Elétrico Brasileiro foi comparada com o modelo PAR(p) [81]. Os testes 

estatísticos realizados e as análises dos momentos amostrais mostraram que os 

modelos Gama não podem ser utilizados no Brasil, pois as séries geradas 

mostraram-se não factíveis quando comparadas com o histórico de vazões. 

A figura a seguir apresenta um resumo dos modelos analisados nesta seção 

para a projeção de vazões. 
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Figura 2-1 – Categorização dos modelos de projeção de vazão analisados 

 

Como discutido anteriormente, no Brasil, a programação do despacho 

hidrotérmico é realizada considerando o modelo periódico autorregressivo 

PAR(p). Este tipo de série temporal é atrativa para os modelos de otimização do 

despacho hidrotérmico pela relação linear entre a vazão em um estágio t e as 

vazões dos estágios anteriores (t-1, t-1,..t-p) e, apesar de ser um modelo em base 

mensal, pela preservação da variância e autocorrelação das vazões anuais, fato 

estilizado de sistemas com regularização plurianual como o do Brasil [7]. De 

acordo com [41], a classe de modelos PAR(p) foi introduzida para a modelagem e 

simulação de séries estocásticas de vazão por Thomas e Fiering [91] na década de 

1960. 

Apresenta-se a seguir uma descrição do modelo PAR(p) e na sequência a 

descrição do modelo PAR(1), que é o foco desta tese. 
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2.3  

O modelo PAR (p) 

 

O objetivo desta seção é apresentar uma visão geral do modelo PAR(p). As 

formulações aqui apresentadas estão baseadas em [84] e em [81], com pequenas 

alterações. 

Em linhas gerais, a ordem do modelo autoregressivo univariado das vazões 

mensais de uma usina é escolhida de maneira a tornar o resíduo um ruído branco, 

ou seja, sem estrutura de correlação. Os parâmetros são estimados de maneira a 

preservar a correlação serial das vazões afluentes. Para modelos multivariados, a 

correlação cruzada entre as vazões de diferentes usinas é representada através de 

uma matriz de covariância dos erros dos modelos univariados [11]. 

 

2.3.1  

Descrição do modelo 

 

O modelo PAR(p) faz parte da classe de modelos de séries temporais 

PARIMA desenvolvidos inicialmente por Box & Jenkins [78]. Neste tipo de 

modelo, diferentemente dos modelos de regressão, as variáveis explicativas do 

processo estocástico são o próprio passado da série e dos erros estocásticos.  

No caso dos modelos AR(p), onde p é a ordem do modelo, o processo 

estocástico de vazões ܣ௧ tem como variáveis explicativas ܣ௧ିଵ, ܣ௧ିଶ, ..., ܣ௧ି௣. Os 

modelos PAR(p) aplicados a vazões mensais, onde agora p passa a ser um vetor 

de parâmetros ሺ݌ ൌ ሾ݌ଵ, ,ଶ݌ …  ଵଶሿሻ, podem ser definidos como uma݌…,௠݌

aplicação do modelo AR(݌௠) para cada mês m. Adicionalmente, o modelo 

PAR(p) é formulado considerando a normalização das variáveis a cada mês. Esta 

normalização permite dessazonalizar a série de vazões e torná-la homocedástica. 

Apresenta-se a seguir a formulação do modelo PAR(p) para a variável ܣ௧ାଵ, ao 

invés da formulação clássica para ܣ௧, devido à formulação alternativa para a PDE 

apresentada nesta tese (seção 3.4.3).  

ሺ࢚࡭శ૚ି࢓ࣆሺ࢚శ૚ሻሻ

శ૚ሻ࢚ሺ࢓࣌
ൌ ࣘ૚

ା૚ሻ࢚ሺ࢓ ሺ࢓ࣆି࢚࡭ሺ࢚ሻሻ

ሻ࢚ሺ࢓࣌
൅ ࣘ૛

ା૚ሻ࢚ሺ࢓ ሺ࢚࡭ష૚ି࢓ࣆሺ࢚ష૚ሻሻ

ష૚ሻ࢚ሺ࢓࣌
൅ ⋯൅ ሻ࢚ሺ࢓࢖ࣘ

ା૚ሻ࢚ሺ࢓ ቀ࢚࡭ష࢓࢖ሺ࢚ሻశ૚ି࢓ࣆሺ࢚ష࢓࢖ሺ࢚ሻశ૚ሻቁ

శ૚࢓࢖ష࢓࣌
൅  ା૚  (2-1)࢚ࣕ	

Onde: 
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 ;௧ é a vazão no período tܣ

 ;ሻ é a média do mês m refente ao período t࢚ሺ࢓ߤ

 ;ሻ é o desvio padrão do mês m refente ao período t࢚ሺ࢓ߪ

ࣘ௜
 ሻ࢚ሺ࢓

é o i-ésimo coeficiente autorregressivo do mês m refente ao 

período t; 

	߳௧   é o ruído independente em t, com média zero e desvio padrão ߪఢ
௠; 

 ;é o índice de tempo, t = 1,2,...,12N, função do número de anos N ݐ

݊ é o índice do ano, n= 1,2,...,N; 

݉ é o índice do mês, m= 1,2,...,12;  

 ௠ሺ௧ሻ é a ordem do modelo PAR(p) no mês m referente ao período t݌

Considerando que ߩ௞
௠	é a correlação entre a vazão ܣ௠,௡ no mês m e ano n e a 

vazão no mês anterior ܣ௠ିଵ,௡, e considerando que a equação (2-1) é da família 

Box & Jenkins, os parâmetros do modelo autorregressivo podem ser estimados 

através da solução do sistema de equações de Yule-Walker [78]: 

 

ቌ
1 ଵߩ

௠ିଵ ଶߩ
௠ିଵ

⋮ ⋮ ⋮
௣೘ିଵߩ
௠ିଵ ௣೘షమߩ

௠ିଶ ௣೘షయߩ
௠ିଷ

					
… ௣೘షభߩ

௠ିଵ

… ⋮
… 1

ቍቌ
ࣘ1
࢓

⋮
ࣘ௣೘
࢓
ቍ ൌ ቌ

ଵߩ
௠

⋮
௣೘ߩ
௠
ቍ   (2-2) 

 

A equação acima assume que a ordem ݌௠ do modelo é conhecida. Uma 

formulação mais geral do sistema de equações de Yule-Walker pode ser obtida 

definindo-se ϕ୩୨
୫ com sendo o j-ésimo parâmetro de um modelo autoregressivo de 

ordem k, sendo que ߶௞௞
௠ é o último parâmetro deste processo, conforme a seguir: 

 

ቌ
1 ଵߩ

௠ିଵ ଶߩ
௠ିଵ

⋮ ⋮ ⋮
௞ିଵߩ
௠ିଵ ௞ିଶߩ

௠ିଶ ௞ିଷߩ
௠ିଷ

					
… ௞ିଵߩ

௠ିଵ

… ⋮
… 1

ቍቌ
ࣘ݇1
࢓

⋮
ࣘ௞௞
࢓
ቍ ൌ ൭

ଵߩ
௠

⋮
௞ߩ
௠
൱   (2-3) 

 

Se a ordem do modelo for conhecida, basta substituir k por ݌௠ e resolver o 

conjunto de equações acima. Caso contrário é necessário resolver as equações 

para cada possível valor de ݌௠ e utilizar alguma métrica para identificar qual a 

ordem mais adequada para o modelo estocástico. 
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Além de criar a família de modelos PARIMA, conforme brevemente 

mencionado anteriormente, Box & Jenkins criaram uma sistemática para a 

construção destes tipos de modelos, baseada em: 

 Identificação do modelo: consiste na identificação da ordem do 

modelo; 

 Estimação dos parâmetros do modelo: estimação dos parâmetros 

desconhecidos. 

 Diagnóstico do modelo: verificação do comportamento dos resíduos. 

 

Cada um destes tópicos é discutido a seguir1.  

 

2.3.2  

Estimação dos parâmetros 

 

Para a estimação dos parâmetros dos modelos ARMA, o método mais 

tradicional consiste em obter o vetor de parâmetros que maximiza a 

verossimilhança, ou, o que é mais usual, que maximiza o log da verossimilhança. 

Este tipo de estimador é conhecido como Estimador de Máxima Verossimilhança 

e possui importantes propriedades estatísticas, sendo as principais: consistência 

(converge em probabilidade para o valor populacional) e normalidade assintótica 

(na medida em que a amostra aumenta, o estimador tende a ter distribuição 

gaussiana).  Outro método utilizado para a estimação de parâmetros é o Método 

dos Momentos, onde os momentos populacionais são igualados aos momentos 

amostrais possibilitando a estimação dos parâmetros fixos e desconhecidos do 

modelo PAR(p). De acordo com [84], para os modelos autorregressivos, em geral 

os estimadores baseados no Método dos Momentos são bastante eficientes. Por ser 

este o método utilizado para a estimação dos parâmetros do PAR(p) no Setor 

Elétrico Brasileiro, este será o método utilizado nesta tese. Apresenta-se a seguir 

as equações dos estimadores. 

A média amostral ̂ߤ௠	de cada mês é calculada pela seguinte expressão: 

 

                                                 
1 A ordem de apresentação desta seção foi propositalmente alterada para seguir cronologicamente 
cada uma das etapas da sistemática proposta por Box & Jenkins. 
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௠ߤ̂ ൌ ଵ

ே
∑ ሺ௜ିଵሻ∗ଵଶା௠ܣ
ே
௜ୀଵ  , m = 1, 2, ..., 12    (2-4)  

 

O desvio padrão ߪො௠	 de cada mês é calculado pela seguinte expressão: 

ො௠ߪ ൌ ට ଵ

ேିଵ
∑ ሺܽሺ௜ିଵሻ∗ଵଶା௠ െ ௠ሻଶேߤ̂
௜ୀଵ   , m = 1, 2, ..., 12  (2-5) 

 

A correlação amostral ߩො௠		de cada mês é calculado pela seguinte expressão: 

 

ො௠ߩ ൌ
భ

ಿషభ
∑ ሺ஺ሺ೔షభሻ∗భమశ೘ିఓෝ೘ሻ∗ሺ஺ሺ೔షభሻ∗భమశ೘షభିఓෝ೘షభሻ
ಿ
೔సభ

ఙෝ೘∗ఙෝ೘షభ
, m = 1, 2, ..., 12 (2-6) 

 

Finalmente, substituindo-se as equações dos parâmetros amostrais nas 

equações anteriores e após alguma manipulação, obtêm-se a equação para a 

variância dos ruídos 	߳௧ . 

ଶ߳ߪ 
௠
ൌ	 1 - ࣘ1

ଵߩ࢓
௠ - ࣘ2

ଶߩ࢓
௠ - ... - ࣘ௣೘

࢓ ௣೘ߩ
௠  , m = 1, 2, ..., 12  (2-7) 

No Capítulo 1 será avaliada a incerteza dos parâmetros deste modelo 

estocástico. 

 

2.3.3  

Identificação dos modelos 

 

A identificação do modelo consiste em definir o valor ݌௠dos modelos 

autorregressivos para cada mês m. No caso do Brasil, onde a ordem máxima 

permitida é 6, este processo é realizado através do cálculo de ߶௞௞
௠  para k = 1,..., 6,; 

da substituição de ߩ௝
௠, j=1,...,k pelos valores amostrais ߩො௝

௠; e utilização de um 

critério de seleção do modelo mais adequado. 

De acordo com [81], existem quatro principais maneiras na literatura para 

selecionar o modelo PAR(p) mais adequado. Sabe-se que as funções ߶௞௞
௠  

representam a função de autocorrelação parcial FACP de cada mês e que, no caso 

de modelos PAR(p), estas funções caem rapidamente para zero quando k > ݌௠. 

No caso dos valores amostrais, quando k > ݌௠ o estimador ߶෠௞௞
௠ é 

aproximadamente normal com média zero e variância N-1 [85]. A primeira 

abordagem consiste em aumentar o valor de ݌௠ de 1 até um valor no qual o 
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parâmetros ߶෠௞ାଵ௞ାଵ
௠  não seja significativo. Neste caso, o valor de ݌௠ para o qual 

߶෠௣೘	௣೘	
௠ foi significativo será a ordem do modelo, ou seja, ݌௠ ൌ ݇. Este 

abordagem é conhecida como identificação da Esquerda para a Direita (E-D), pois 

a identificação do modelo é feita de maneira crescente. 

Uma segunda abordagem, que é chamada de identificação da Direita para a 

Esquerda (D-E), consiste em realizar o processo exatamente inverso: inicializa-se 

݇ com um valor grande, por exemplo, k=7, calcula-se ߶෠௞௞	
௠ , identifica-se se valores 

de ߶෠௞ିଵ௞	
௠ é significante. Se for, a ordem do modelo é k-1. Caso contrário, faz k = 

k-1, calcula-se ߶෠௞௞	
௠ e repete-se o processo. Desta maneira, tem-se que ݌௠vai ser a 

ordem do modelo tal que para todo ݇ ൐ 	௠ o ߶෠௞௞݌
௠ não é significativo. Como 

exemplo, se ݌௠ = 4, o ߶෠ସ௞	
௠  da FACP é significante para todos os ݇ ൐ 4. É 

importante ressaltar que neste caso a ordem 4 é escolhida independentemente da 

significância dos lags inferiores. Este método de identificação, portanto, tende a 

ser menos parcimonioso. Este é o método atualmente utilizado para a 

identificação da ordem do modelo PAR(p) no Brasil. 

A terceira abordagem para a identificação dos modelos consiste na 

utilização de critérios de informação, como, por exemplo, os critérios de Akaike 

[86] e Schwarz [87]. Esses critérios buscam o melhor equilíbrio entre o ajuste do 

modelo e o número de parâmetros utilizados, através de fórmulas que penalizam o 

número de parâmetros utilizados no modelo. Portanto, esta abordagem busca 

valorizar os modelos que são mais parcimoniosos. De acordo com [88] e, mais 

recentemente, com [89], os métodos baseados no critério da informação são os 

mais adequados para a identificação da classe de modelos ARIMA. 

Uma quarta abordagem consiste na utilização de técnicas de Bootstrap [13] 

para a identificação da ordem do modelo, conforme apresentado em [90]. Os 

autores utilizam a técnica de Bootstrap para construir um intervalo de confiança 

para ߶෠௞௞	
௠ , ao invés de utilizar o resultado assintótico baseado na variância igual a 

N-1, conforme discutido anteriormente. Desta forma, se o valor zero estiver dentro 

do intervalo de confiança do estimador do parâmetro, este parâmetro não é 

significante e, portanto, não será considerado. Esta abordagem pode ser utilizada 

tanto para identificação da Esquerda para a Direita (E-D) quanto da Direita para a 

Esquerda (D-E).  
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2.3.4  

Diagnóstico do modelo 

 

O último estágio da sistemática proposta por Box & Jenkins para se 

construir um modelo de série temporal consiste na avaliação dos ruídos 	ϵ୲ , ou 

seja, investigar as hipóteses assumidas para os ruídos (normalidade, 

heterocedasticidade e ausência de autocorrelação) vide os resíduos do modelo 

	ϵො୲ ൌ ௧ݕ െ 	yො୲/୲ିଵ, onde 	yො୲/୲ିଵ ൌ  ௧ିଵሿ. Em linhas gerais, os principaisݕ/௧ݕሾܧ

objetivos são a identificação de estrutura de correlação temporal nos ruídos 

(através da FAC e da estatística de Portmanteau [67]), teste de normalidade (e.g. 

através do cálculo das assimetrias sazonais [92]) e heterocedasticidade (e.g. teste 

ARCH [93]). Caso algum destes testes falhe, o modelo não está bem especificado 

e é necessário voltar para a etapa de identificação. 

No caso do processo estocástico das vazões, outro diagnóstico muito 

importante se refere à reprodução de longas sequências de vazões secas, 

principalmente a reprodução do período crítico. Como exemplos deste tipo de 

diagnóstico, podem-se citar as estatísticas de Máxima Soma de Sequência, 

Máximo Comprimento da Sequência e Máximo Déficit [84]. 

Apresenta-se a seguir o procedimento de geração de séries sintéticas de 

vazão com base no modelo PAR(1), que é o foco desta tese. 

 

2.4  

Simulação de Monte Carlo para o modelo PAR (1) 

 

Por simplicidade, um modelo univariado de ordem 1, PAR(1), será 

assumido neste trabalho, mas os desenvolvimentos aqui apresentados podem ser 

estendidos para modelos com ordem maiores e multivariados. 

Um fato estilizado das vazões mensais é sua não-negatividade e, 

consequente, não ser possível assumir a normalidade para o modelo. No entanto a 

aplicação do modelo PAR(1) exige distribuição gaussiana. Como discutido 

anteriormente, as técnicas normalmente utilizadas para contornar esta necessidade 

consistem em: (i) transformações feitas nas séries históricas, como, por exemplo, 

a transformação de Box e Cox ou a aplicação do log nas séries, que é um caso 
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particular desta transformação; (ii) considerar que os ruídos possuem distribuição 

lognormal; ou (iii) utilizar modelos autorregressivos periódicos Gama (PAGAR, 

PMGAR e PGAR), que permitem modelar a assimetria da série sem a necessidade 

de aplicar qualquer transformação, utilizando uma distribuição Gama ao invés da 

gaussiana. É apresentado a seguir o modelo PAR(1) considerando a transformação 

log nas vazões e em seguida o modelo considerando distribuição lognormal para 

os ruídos, que é o modelo utilizado no Setor Elétrico Brasileiro.  

 

2.4.1  

Log nas vazões 

 

A transformação da série de vazões através da aplicação do logarítimo 

neperiano diretamente nas vazões equivale a assumir que as vazões possuem 

distribuição lognormal, ou seja, A୲ ~Log െࣨሺμ௠, σ௠ଶ ሻ. Neste, a variável 

transformada B୲ ൌ lnA୲  possui distribuição incondicional normal, ou seja, 

B୲ ~ࣨሺμ௠ᇱ , σ௠ᇱଶሻ, onde a média μ௠ᇱ  e o desvio padrão σ௠ᇱ  são obtidos através das 

seguintes expressões: 

 

μ௠ᇱ = ln(μ௠ሻ െ
ଵ

ଶ
σ௠ᇱ

ଶ                 (2-8) 

 

σ௠ᇱ = ටln	ቀ1 ൅
஢೘మ

ஜ೘మቁ                   (2-9) 

 

O modelo PAR(1) para o estágio t pode ser expresso substituindo B୲ ൌ

lnA୲  na equação (2-1):  

ሺ࢚࡮శ૚ି࢓ࣆሺ࢚శ૚ሻ
ᇲ ሻ

శ૚ሻ࢚ሺ࢓࣌
ᇲ ൌ ࣘ૚

ା૚ሻ࢚ሺ࢓ ሺ࢓ࣆି࢚࡮ሺ࢚ሻ
ᇲ ሻ

ሻ࢚ሺ࢓࣌
ᇲ ൅  ା૚                   (2-10)࢚ࣕ	

Onde: 

 ;௧ é a vazão no período tܣ

 ;௧ é a vazão transformada no período tܤ

௠ሺ௧ሻߤ
ᇱ  é a média da vazão transformada do mês m referente ao período t; 

௠ሺ௧ሻߪ
ᇱ  é o desvio padrão da vazão transformada do mês m referente ao 
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período t; 

߶௜
௠ሺ௧ሻ 

é o i-ésimo coeficiente autorregressivo do mês m referente ao 

período t; 

	߳௧ାଵ  
é o ruído independente em t, com média zero e desvio padrão 

ଶ߳ߪ
௠ሺ௧ሻ

; 

 ;é o índice de tempo, t = 1,2,...,12N, função do número de anos N ݐ

݊ é o índice do ano, n = 1,2,...,N; 

݉ é o índice do mês, m = 1,2,...,12.  

 

Aplicando as equações de Yule-Walker (2-2) para ݌௠= 1, ∀݉, e a equação 

(2-7) para o cálculo de ߪଶ߳
௠

, a equação (2-10) pode ser escrita em função da 

correlação mensal ߩ௠ e de 	࢚ࣈା૚, que é o ruído independente em t, com média 

zero e desvio padrão 1: 

 

ሺ࢚࡮శ૚ି࢓ࣆሺ࢚శ૚ሻ
ᇲ ሻ

శ૚ሻ࢚ሺ࢓࣌
ᇲ ൌ ሻ࢚ሺ࢓࣋

ሺ࢓ࣆି࢚࡮ሺ࢚ሻ
ᇲ ሻ

ሻ࢚ሺ࢓࣌
ᇲ ൅ ටሺ૚ െ ሻ࢚ሺ࢓࣋

૛ሻ	࢚ࣈ൅૚ , 	࢚ࣈା૚~ࡺሺ૙, ૚ሻ  (2-11) 

 

Finalmente, a simulação de Monte Carlo para o modelo PAR(1) univariado 

com transformação logarítmica nas vazões, pode ser obtida através dos seguintes 

passos: 

1. Utiliza-se um gerador gaussiano pseudoaleatório para obter um erro 

,ሺ૙ࡺ~ା૚࢚ࣈ	 ૚ሻ; 

2. Com base nas vazões ܣ௧	observadas em t, calcula-se B୲ ൌ lnA୲ ; 

3. Aplica-se a equação (2-11) para se obter B୲ାଵ; 

4. Calcula-se ܣ௧ାଵ ൌ ݁஻೟శభ; 

     

2.4.2  

Log nos ruídos 

 

A distribuição lognormal com três parâmetros é uma distribuição 

assimétrica bastante utilizada para modelar variáveis aleatórias contínuas e 
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positivas, com suporte ሾψ,∞ሻ para ψ ൒ 0 [95]. No caso da modelagem de vazões, 

esta distribuição pode ser assumida para os ruídos do modelo, onde ψ é calculado 

de maneira a garantir que as vazões são positivas. Uma revisão bibliográfica sobre 

a aplicação da distribuição lognormal em diversos ramos da ciência é encontrada 

em [97]. 

A distribuição lognormal possui função densidade de probabilidade definida 

por: 

݂ሺݔ; ,ߤ ,ߪ ψ	ሻ ൌ
ଵ

ሺ௫ିநሻఙ√ଶగ
݌ݔ݁ ቄ

ሾ௟௡ሺ௫ିநሻିఓሿమ

ିଶఙమ
ቅ ,   ݔ ൐ ψ, σ ൐ 0, μ ∈ Թା	                                      

(2-12) 

 

A figura a seguir apresenta um exemplo da função densidade de 

probabilidade da distribuição lognormal de 3-parâmetros para ߤ ൌ ߪ ,7 ൌ 5 e 

ψ ൌ	 ሼ1,2, 3ሽ. 

 
Figura 2-2 – Exemplo de f.d.p da distribuição log-normal de 3-parâmetros 

 

O modelo PAR(1) considerando ruído lognormal pode ser escrito como: 

  

ሺ࢚࡭శ૚
	 శ૚࢓ࣆି

	 ሻ

శ૚࢓࣌
	 ൌ ࢓࣋

ሺ࢓ࣆି࢚࡭	 ሻ

࢓࣌
	 ൅ ටሺ૚ െ ࢓࣋

૛ሻ	࢚ࣈ൅૚
	 ,onde 	࢚ࣈା૚

	 ࢍ࢕ࡸ~ െघሺ࢝ࣆ,       	ሻ࢚ૐ,࢝࣌

(2-13) 

  

Calcula-se agora o log de ටሺ1 െ ݉ߩ
ଶሻ	ݐߦ൅1

	  deslocado por ψ௧, i. e., W௧ାଵ ൌ

݈݊൫ඥሺ1 െ ௧ାଵߦ	௠2ሻߩ
	 െ ψ௧ାଵ൯. Pode-se perceber que W௧ାଵ é uma variável 

Gaussiana com média ߤ௪ e desvio padrão ߪ௪, ou seja, W௧ାଵ~ࣨሺߤ௪,  ௪ሻ. Daߪ

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Ψ = 1

Ψ = 2

Ψ = 3
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mesma maneira, ටሺ1 െ ݉ߩ
ଶሻ	ݐߦ൅1

	  possui distribuição log normal com 3-

parâmetros, ou seja, 	ߦ௧ାଵ~݃݋ܮ െࣨሺߤ௪, ,௪ߪ ψ௧ሻ. A hipótese existente no cálculo 

do parâmetro de deslocamento ψ௧, é que a distribuição de probabilidade varia ao 

longo do tempo de maneira a garantir vazões estritamente não-negativas. Para 

isso, é necessário calcular ψ௧como sendo o ruído necessário para a vazão ser nula. 

Este cálculo é realizado a cada etapa t do processo de simulação de Monte Carlo, 

através da seguinte equação: 

 

ψ௧ ൌ െఓෝ೘
ఙෝ೘

െ	ߩො௠ ∗ ሺ஺೘షభିఓෝ೘షభሻ

ఙෝ೘షభ
     (2-14) 

 

O próximo passo é calcular os parâmetros da distribuição lognormal em 

cada estágio, com base em ψ௧ , para garantir que os momentos dos resíduos são 

preservados (média igual a zero e desvio padrão igual a ටሺ૚ െ ࢓࣋
૛ሻ), através das 

seguintes equações [94]: 

 

∆௧ൌ 1 ൅	 ሺ૚െ࢓࣋
૛ሻ

ந೟
        (2-15) 

௪௧ߤ̂ ൌ
ଵ

ଶ
ln	ሺඥሺ૚െ࢓࣋

૛ሻ

∆೟∗ሺ∆೟ିଵሻ
ሻ                  (2-16) 

ො௪௧ߪ
ଶ ൌ ln	ሺ∆௧ሻ         (2-17)  

 

Finalmente, a simulação de Monte Carlo para o modelo PAR(1) univariado 

considerando ruído com distribuição lognormal de 3-parâmetros pode ser 

resumida através dos seguintes passos: 

1. Com base nas vazões ࢚࡭	observadas em t, estima-se o limite ψ௧ାଵ; 

2. Calcula-se média ̂ߤ௪௧	e desvio padrão ߪො௪௧	da variável aleatória W௧ାଵ; 

3. Utiliza-se um gerador gaussiano pseudoaleatório para obter um erro 

W୲ାଵ que garante vazão não-negativa; 

4. Calcula-se ඥሺ1 െ ρ୫ଶሻ	ξ୲ାଵ	 ൌ e୛౪శభ ൅ ψ୲ାଵ; 

5. Calcula-se A୲ାଵ	  através da equação (2-14). 
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3                                                                                    

OTIMIZAÇÃO ESTOCÁSTICA E O PROBLEMA DE 

DESPACHO HIDROTÉRMICO 

 

 

O objetivo do despacho hidrotérmico é determinar uma estratégia ótima 

para a utilização da água armazenada nos reservatórios, produzindo como 

resultado metas de geração para cada usina ao longo do período de planejamento. 

Devido à incerteza nas vazões afluentes, este problema de otimização possui 

natureza estocástica. A estratégia de operação deve minimizar o valor esperado 

(ou alguma métrica de risco) dos custos operativos ao longo de todo o período de 

planejamento, incluindo custo de combustível, O&M variável e custo da energia 

não suprida (ENS). As hidrelétricas são despachadas com base nos seus 

respectivos valores da água que, por sua vez, são calculados através de uma FCF 

obtida por uma metodologia de otimização estocástica multi-estágio. 

Este capítulo discute a técnica da PDE para resolver o problema do 

despacho hidrotérmico. Os aspectos discutidos neste capítulo servirão como base 

para o desenvolvimento de uma política operativa que leve em consideração a 

incerteza dos parâmetros do modelo estocástico de vazões. O Anexo 9 apresenta a 

técnica da PDDE. 

Apresenta-se a seguir uma breve introdução sobre otimização estocástica e 

na sequência são apresentados os problemas do despacho termelétrico, 

hidrotérmico determinístico e, finalmente, o problema do despacho hidrotérmico 

estocástico. As informações aqui contidas, com algumas modificações, foram 

extraídas da referência [16]. 

3.1  

Otimização estocástica 

 

A tomada de decisão em um ambiente de incertezas é tarefa presente em 

diversas áreas do conhecimento. Definição da composição de um portfólio de 

ações de empresas, gerenciamento do estoque de petróleo, gerenciamento do 

estoque de peças para manutenção de termelétricas, expansão do sistema elétrico, 
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operação de reservatórios de hidrelétricas, ou mesmo a escolha do trajeto a ser 

percorrido de carro na hora do rush, são alguns exemplos de decisões cujo 

impacto futuro depende da realização de variáveis aleatórias (cotação das ações, 

preço do petróleo, demanda de energia elétrica, falha dos equipamentos das 

termelétricas, tráfego nas ruas, etc).  

 

3.1.1  

Elementos da otimização estocástica 

 

Estas decisões são problemas de otimização estocástica sequencial multi-

estágio e possuem cinco elementos fundamentais [124]: 

 Estado ௧ܻ: representa a informação conhecida e necessária no estágio 

 para a tomada de decisão. No caso da operação de reservatórios, o ݐ

estado é usualmente representado pelo nível do armazenamento e 

pelas afluências passadas. Estas são as variáveis de estado do 

problema. 

 Política Ω: representa um conjunto de decisões ݔ a serem tomadas a 

partir do estado do sistema ௧ܻ. Estas decisões podem ser discretas, 

contínuas ou mistas. No caso da operação de reservatórios, a política 

consiste em quanta água utilizar do reservatório dado o nível atual 

de armazenamento; 

 Informação exógena ܭ௧: representa a informação externa ao sistema, 

como, por exemplo, o preço do petróleo, a demanda de energia 

elétrica e a falha de um equipamento. Na maioria dos problemas, a 

informação exógena não depende do estado do sistema ou da política 

realizada, como é o caso das vazões afluentes e da operação de 

reservatórios. 

 Função de transição: são equações que descrevem a evolução do 

sistema de um estágio para o outro. Na operação de reservatórios a 

função de transição representa que o volume final no estágio ݐ é 

igual ao volume inicial no estágio ݐ ൅ 1. 

 Função objetivo: consiste na minimização de um custo (ou 

maximização de uma receita) que depende do estado do sistema e da 
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política adotada. Devido ao carácter estocástico deste custo (ou 

receita), a minimização é realizada sobre o valor esperado ou sobre 

alguma métrica de risco da variável aleatória. 

3.1.2  

Desenvolvimento de políticas  

 

No contexto de otimização estocástica, uma política Ω é um conjunto de 

diretrizes que fazem o mapeamento do estado ௧ܻ para uma decisão viável ݔ௧, ou 

seja, ݔ௧ ∈ ௧ࣲ, onde ௧ࣲ é a região viável de decisões. Qualquer mapeamento 

viável, que considere apenas a informação disponível no estágio ݐ é considerado 

uma política. O objetivo da otimização estocástica é encontrar uma política que 

seja ótima Ω, ou seja, minimize (ou maximize) o custo (ou receita). 

 Matematicamente, uma política é um conjunto de funções ܺ௧ஐ que podem 

ser arbitrariamente complexas. De acordo com [124], existem quatro classes de 

políticas: 

 Aproximação da função da política (Policy Function Aproximation – 

PFA): consiste numa função analítica que não é obtida pela solução 

de um problema de otimização, mas sim por alguma heurística ou 

método de aproximação de funções como, por exemplo, redes 

neurais [117][118]. Uma PFA pode ser uma regra de decisão 

(“venda energia se o preço for maior que um determinado valor”), 

uma tabela com instruções (“vire a direita quando chegar numa 

determinada esquina”) ou uma função paramétrica que depende do 

estado do sistema, como por exemplo: 

ሻࣂ|࢚ࢅሺ	ષ࢚ࢄ ൌ ࢕ࣂ	 ൅  (3-1)      ࢚ࢅ૚ࣂ

Esta classe de políticas possui uma melhor performance em 

problemas com dimensão pequena. 

 Otimização da aproximação da função custo (Cost Function 

Aproximation – CFA): consiste numa função obtida pela otimização 

dos custos ܥሺ ௧ܻ,  ou seja, é uma função míope com relação ,ݐ ሻ emݔ
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ao impacto futuro da decisão. Esta classe de política funciona 

melhor em problemas cujo impacto da incerteza é fácil de ser 

mapeado. A função pode ser escrita como: 

  ܺ௧ஐ	ሺ ௧ܻ|ߠሻ ൌ ∋min௫೟	݃ݎܽ	 ೟ࣲ
ሺܥ ௧ܻ,       (3-2)	ሻݔ

 Políticas que dependem da aproximação da função valor (Value 

Function Aproximation – VFA): consiste numa função obtida pela 

otimização dos custos ܥሺ ௧ܻ,  mais o valor esperado do valor ݐ ሻ emݔ

 തതതതതത௧ାଵ de ser estar no estado ௧ܻାଵ dado ௧ܻ. Esta classe é bastanteܨܥܨ

utilizada em problemas de otimização de reservatórios (ver [119] 

para otimização de reservatórios de gás e [120] para otimização de 

baterias). Ela é útil em problemas onde é o valor futuro em um dado 

estado é fácil de ser aproximado. A classe de políticas VFA pode ser 

escrita como: 

ܺ௧ஐ	ሺ ௧ܻ|ߠሻ ൌ ∋min௫೟	݃ݎܽ	 ೟ࣲ
ሺܥሺ ௧ܻ, ሻݔ ൅ ॱሼܨܥܨതതതതതത௧ାଵሺ ௧ܻାଵ|ߠሻ| ௧ܻሽሻ (3-3) 

 Look-ahead policies: consiste numa função obtida pela otimização 

dos custos ܥሺ ௧ܻ,  ሻ durante todo o período, considerando o impactoݔ

das decisões do estágio ݐ nos instantes ݐᇱ ൌ ݐ ൅ 1… ݐ ൅  para ܪ

diferentes cenários ݓ, que possuem diferentes probabilidades ݌ሺݓሻ. 

Este impacto é representado por ݔ௧௧ᇱ. Esta classe de políticas é 

bastante útil em problemas com dependência temporal e quando é 

possível ter uma previsão para as variáveis aleatórias ao longo de 

tempo. Este é o caso específico do problema de despacho 

hidrotérmico, foco desta tese. A política pode ser escrita como: 

ܺ௧ஐ	ሺ ௧ܻ|ߠሻ ൌ 	݃ݎܽ	 min
௫೟೟,			௫೟೟ᇲሺఠሻ

ሺܿ௧௧ᇱݔ௧௧ᇱ ൅ ∑ ሻ௪ݓሺ݌ ∑ ܿ௧௧ᇱሺݓሻݔ௧௧ᇱሺݓሻ௧ାு
௧ୀ௧ାଵ ሻ     (3-4) 

A solução da equação acima representa a otimização explícita, 

considerando todas as decisões possíveis ao mesmo tempo e para cada cenário ݓ. 

Outra estratégia consiste na representação deste modelo através da função valor, 

resultando em uma política com a seguinte formulação:  
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ܺ௧ஐ	ሺ ௧ܻ|ߠሻ ൌ 	݃ݎܽ	 min௫೟೟∈ ೟ࣲ
ሺܥሺ ௧ܻ௧, ௧௧ሻݔ ൅ ॱ൛ܨܥܨ෫௧,௧ାଵ൫ ෨ܻ௧,௧ାଵหߠ൯| ௧ܻൟሻ              (3-5) 

Nesta formulação a variável ܨܥܨ෫ é uma estimativa do valor de se estar no 

estado ෨ܻ௧,௧ାଵ. De acordo com [124], esta classe de modelos, na maioria das vezes, 

é uma aproximação do verdadeiro modelo estocástico, obtida através de 

agregações, discretizações e/ou simulação de Monte Carlo. Um exemplo de 

técnica de aproximação para modelos convexos é a Programação Dinâmica Dual 

Estocástica (PDDE) [4]. 

3.1.3  

Escolha da política operativa ótima  

 

Para avaliar a otimalidade de uma política operativa é necessário primeiro 

avaliar a função objetivo do problema. A técnica mais utilizada na comunidade de 

otimização estocástica para realizar esta avaliação é a simulação de Monte Carlo 

[121]. Considerando ݓ como uma amostra da variável aleatória de interesse, e que 

a política operativa foi simulada para N cenários, o valor ܨ da política pode ser 

estimado por: 

തܨ ൌ ∑ ∑ ሺܥ ௧ܻሺݓ௡ሻ, ܺ௧ஐ	ሺ ௧ܻሺݓ௡ሻሻ்
௧ୀ଴

ே
௡ୀ଴       (3-6) 

O próximo passo consiste em realizar uma busca pela política que possui a 

melhor solução, ou seja, dentre as políticas candidatas, qual a que minimiza o 

valor esperado da simulação. As políticas candidatas diferem entre si em duas 

dimensões: a classe a qual elas pertencem (PFA, VFA, etc) e os parâmetros 

utilizados no cálculo da política. Estes parâmetros podem ser: (i) o horizonte de 

simulação, (ii) o número de aberturas da árvore de cenários, (iii) os coeficientes de 

uma regressão linear, (iv) os parâmetros do modelo estocástico de vazões, entre 

outros. Considere que ݌ ∈ ࣪ representa a classe de políticas a serem avaliadas e 

ߠ ∈ Θ௣ o conjunto de parâmetros possíveis para a política ݌. A melhor política 

estocástica pode ser encontrada resolvendo para cada classe de políticas ݌ ∈ ࣪ o 

seguinte problema de busca estocástica:                                                                                                          

minఏ∈஀೛ തஐܨ
೛
ൌ ∑ ∑ ሺܥ ௧ܻሺݓ௡ሻ, ܺ௧ஐ

೛
	ሺ ௧ܻሺݓ௡ሻ|ߠሻሻ்

௧ୀ଴
ே
௡ୀ଴            (3-7)  
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Observa-se na equação acima que o conjunto de parâmetros ߠ ∈ Θ௣ é 

definido a priori e na sequência é calculada a política ܺ௧ஐ
೛
	ሺ ௧ܻ|ߠሻ. Ou seja, o 

processo de estimação dos parâmetros ߠ ∈ Θ௣ é realizado separadamente do 

cálculo da otimização estocástica. Rockafellar  et al [122][123] advogam que em 

alguns casos a estimação dos parâmetros deveria ser realizada em conjunto com a 

otimização estocástica. O trabalho cita como exemplo a estimação dos 

coeficientes  ߠ de uma regressão linear, que na maioria dos casos é obtida através 

da minimização do erro quadrático. No entanto, se a variável explicada possui um 

custo ou perda, sua subestimativa é mais danosa que sua sobre estimativa, 

sugerindo ser interessante calibrar a regressão para proporcionar erros 

assimétricos, em situações de não neutralidade ao risco. Neste caso, a estimação 

dos parâmetros ߠ da regressão deveria ser realizada em conjunto com a 

otimização estocástico e levando em consideração a métrica de risco da função 

objetivo. 

Será discutido ao longo desta tese como a incerteza em uma das 

componentes do vetor de parâmetros ߠ (os parâmetros do modelo PAR(p)) 

influencia no valor da política operativa ܨതஐ e como desenvolver uma política 

operativa ܺ௧ஐ	ሺ ௧ܻ|ߠሻ que considera a incerteza nestes parâmetros. Apresenta-se a 

seguir uma descrição do problema de despacho termelétrico e na sequência o 

despacho hidrotérmico. 

 

3.2  

Sistemas Puramente Térmicos 

 

3.2.1  

Despacho Econômico 

 

Nos países onde se adota o despacho centralizado, caso do Brasil, um 

Operador Independente do Sistema determina, a cada estágio, a produção de 

energia de cada usina geradora. O objetivo é atender a demanda de energia do 

estágio ao menor custo, o chamado despacho econômico. Em sistemas puramente 

térmicos, o despacho econômico de 1 (uma) hora, em sua versão mais simples, é 

formulado da seguinte maneira: 
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ݖ  ൌ ෍݊݅ܯ ௝ܿ݃௝
௃

௝ୀଵ
 

Sujeito a: 

Multiplicador 
(3-8) 

 

෍݃௝ ൌ ݀

௃

௝ୀଵ

 ௗ (a)ߨ 

݃௝ ൑ ݃௝		∀݆   (b) 

onde ݖ representa o custo total de operação (valor a minimizar, em $),	݆ indexa as 

termelétricas, J é o número total de termelétricas,	 ௝ܿ é o custo variável unitário 

(CVU) da termelétrica ݆ ($/MWh),	݀ é a demanda que se quer atender projetada 

para o sistema (MWh), ݃௝ é a geração da termelétrica ݆ (MWh) e ݃௝é a capacidade 

máxima da termelétrica ݆ (MWh).  

As restrições (3-8) (a) e (3-8) (b) representam, respectivamente, o 

atendimento da carga e os limites da capacidade de geração. 

Observa-se pela formulação (3-8) que o problema de despacho térmico é 

desacoplado no tempo, ou seja, uma decisão operativa tomada na etapa ݐ não afeta 

o custo operativo da etapa ݐ ൅ 1. A exceção ocorre quando há representação de 

restrições específicas que acoplam o despacho termoelétrico entre estágios 

sucessivos. Um exemplo são as restrições de tempo mínimo de partida e 

desligamento de unidades geradoras, conhecidas na literatura com restrições de 

unit commitment [109]. Existem também restrições acopladas no tempo referentes 

às claúsulas de Take or Pay dos contratos de combustível e manutenção das 

unidades geradoras em função do número de horas despachadas. Para uma 

discussão sobre estes tipos de restrição ver [108]. 

Outra característica importante do despacho puramente termelétrico é que as 

unidades possuem um custo direto de operação, isto é, o custo operativo de uma 

termelétrica depende somente de seu próprio nível de geração, e não da produção 

de outra planta ou de um grupo de usinas. 

Finalmente, observa-se que despacho econômico das termelétricas não é 

influenciado pelo custo da energia não suprida (ENS), também conhecido como 

custo de déficit. Como consequência, o risco de interrupção de suprimento de um 

sistema térmico depende somente da capacidade total disponível das térmicas 
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disponíveis, e não da decisão do acionamento de cada unidade ao longo do tempo, 

ou seja, não há dependência da política de operação do sistema. 

 

3.2.2  

Solução do despacho econômico 

 

O modelo de despacho (3-8) é um problema de programação linear (PL), 

que neste caso simplificado pode ser resolvido por inspeção, acionando os 

geradores em ordem crescente de custo variável, até que a geração total iguale a 

demanda. No caso mais geral, onde se representa, por exemplo, a rede de 

transmissão, o PL pode ser resolvido por sistemas comerciais (XPRESS, CPLEX, 

OSL, etc). 

 

3.2.3  

Custo marginal de operação 

 

O custo marginal de operação é, por definição, o custo de se atender a um 

incremento da demanda, ou seja, é a variação do custo de operação do sistema 

quando há um incremento de 1 MWh na demanda, dado pela derivada 
డ௭

డௗ
 do 

problema (3-8). Da teoria de programação linear, sabe-se que esta derivada é dada 

pela variável dual, ߨௗ, associada à restrição de atendimento à demanda (3-8) (a). 

Neste caso simplificado, o valor de ߨௗ também pode ser obtido por 

inspeção. Como um aumento da demanda seria atendido pelo aumento da geração 

do último gerador acionado na ordem econômica de despacho, conhecido como 

gerador marginal. Conclui-se, portanto, que ߨௗ ൌ 	 ௝ܿ
∗, onde “*” identifica este 

último gerador. 
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3.3  

Sistemas Hidrotérmicos 

 

3.3.1  

Acoplamento temporal 

 

A primeira consequência da existência de usinas hidrelétricas com 

reservatórios capazes de armazenar a água para uso futuro é que as decisões 

operativas no estágio ݐ influênciam a operação do estágio ݐ ൅ 1. Desta maneira, o 

problema de despacho hidrotérmico possue como característica o acoplamento 

temporal. 

Em alguns sistemas hidrotérmico o planejamento da operação 

hidrotérmico possui horizonte de 1 ano, como é o caso da Argentina. No caso do 

Sistema Elétrico Brasileiro o planejamento da operação hidrotérmica possui 

horizonte de 5 anos. A definição do tamanho do período de planejamento depende 

da capacidade de regularização do sistema e da variabilidade das vazões. Para 

uma discussão sobre a capacidade de regularização do Brasil, ver [110]. 

 

3.3.2  

Custo de oportunidade 

 

O acoplamento temporal do despacho hidrotérmico faz com que seja 

necessário realizar uma política operativa para o sistema, ou seja, uma estratégia 

de utilização das térmicas ao longo do tempo de maneira a utilizar a água do 

reservatório de maneira ótima.  

Embora o custo variável de operação de uma usina hidrelétrica seja muito 

pequeno2, isto não significa que estas usinas são acionadas prioritariamente. A 

razão é que, como discutido anteriormente, é possível armazenar a energia 

hidrelétrica para utilizá-la no futuro. Como consequência, as usinas hidrelétricas 

                                                 
2 O custo variável direto de usina hidrelétrica é, basicamente, a soma do custo variável de O&M da 
usina, mais as taxas ambientais e royalties pelo uso da água. No despacho hidrotérmico realizado 
no Sistema Elétrico Brasileiro estes custos variáveis são desprezados. Para compensar as 
hidrelétricas por estes custos aplica-se um limite inferior nos custos marginais de operação, mas 
precisamente nos Preços de Liquidação de Diferenças. 
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têm um custo de oportunidade de deslocar a utilização de termelétricas no futuro, 

que deve ser considerado no procedimento do despacho econômico. 

Este custo de oportunidade é calculado comparando o benefício imediato de 

produzir um determinado montante de geração hidrelétrica com o benefício futuro 

se o mesmo montante fosse armazenado nos reservatórios e utilizado nos meses 

seguintes. Suponha, por exemplo, que o custo marginal de operação hoje é 30 

R$/MWh. Isto significa que 1 MWh de geração hidrelétrica hoje “deslocará” 1 

MWh do gerador marginal, economizando portanto R$ 30. Suponha, entretanto, 

que o custo marginal de operação previsto para a próxima semana é maior, por 

exemplo, 40 R$/MWh. Neste caso, vale a pena usar a água no futuro, pois haverá 

uma economia maior. Isto significa que o custo de oportunidade da geração 

hidrelétrica é 40 R$/MWh. Para o despacho econômico, este custo de 

oportunidade tem todas as características de um custo “real”: por exemplo, seria 

preferível atender um aumento de demanda hoje com o gerador marginal a 30 

R$/MWh, do que acionar a hidrelétrica, pois a água armazenada nos reservatórios 

economizará 40 R$/MWh na próxima semana. 

 

3.3.3  

Custos Operacionais Imediatos e Futuros 

 

Na prática, a busca pela melhor decisão operativa é baseada na composição 

dos custos operacionais imediato e futuro, como ilustrado na Figura 3-1. 

 

 
Figura 3-1 – Custos ($) Imediatos e Futuros e Arm. Final (Hm3) 

FCF
FCI

Armazenamento Final

Custo

FCT

V*

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021510/CA



 
3. Otimização Estocástica e o Problema de Despacho Hidrotérmico  

   

 

 
50

A função de custo imediato – FCI – está relacionada aos custos de geração 

térmica no estágio t. À medida que o armazenamento final aumenta, um menor 

volume de água estará disponível para produção de energia nesta etapa. Como 

resultado, há necessidade de maior geração térmica para atender a demanda, e o 

custo imediato sobe. Por sua vez, a função de custo futuro – FCF – está associada 

às despesas esperadas de geração térmica da etapa t + 1 até o final do período de 

planejamento. Podemos observar que a FCF diminui com o armazenamento final, 

à medida que um maior volume de água é disponibilizado para uso futuro. 

A FCF é calculada simulando-se a operação do sistema no futuro para 

diferentes níveis de armazenamento inicial e calculando-se os custos operacionais. 

O horizonte de simulação depende da capacidade de armazenamento do sistema. 

Se a capacidade for relativamente pequena, como nos sistemas espanhol e 

norueguês, o impacto de uma decisão é diluído em vários meses. Se a capacidade 

for significativa, como no sistema brasileiro, o horizonte de simulação pode 

chegar a cinco anos. 

O uso ótimo da água armazenada corresponde ao ponto que minimiza a 

soma dos custos imediato e futuro. Este também é o ponto em que as derivadas de 

FCI e FCF se igualam em módulo. Estas derivadas são conhecidas como valores 

da água. 

 

3.3.4  

Formulação do Despacho Hidrotérmico para uma Etapa 

 

Apresenta-se, a seguir, a formulação do despacho hidrotérmico para um 

determinado estágio t, supondo que foi calculada a função de custo futuro (o 

cálculo desta FCF será discutido mais adiante). 

 

a) Função Objetivo – Como visto, o objetivo do problema de despacho 

hidrotérmico é minimizar a soma dos custos imediato e futuro:  

௧ሺߙ              ௧ܸሻ ൌ 		 	݊݅ܯ		 ∑ ௝ܿ݃௧௝
௃
௝ୀଵ ൅ ௧ାଵሺߙ ௧ܸାଵሻ  (3-9) 

O custo imediato em (3-9) é dado pelos custos operacionais térmicos na 

etapa t, ∑ ௝ܿ݃௧௝
௃
௝ୀଵ . Por sua vez, o custo futuro é representado pela função 
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௧ାଵሺߙ ௧ܸାଵሻ, onde ௧ܸାଵ é o vetor dos níveis de armazenamento do reservatório ao 

final da etapa ݐ (início da etapa ݐ ൅ 1). As restrições operacionais nesta etapa são 

discutidas a seguir. 

Utilizando o arcabouço teórico da seção anterior, observa-se que esta 

formulação está dentro da classe de política look ahead, onde na equação (3-

5)ܺ௧ஐ	ሺ ௧ܻ|ߠሻ ൌ 	݃ݎܽ	 min௫೟೟∈ ೟ࣲ
ሺܥሺ ௧ܻ௧, ௧௧ሻݔ ൅ ॱ൛ܨܥܨ෫௧,௧ାଵ൫ ෨ܻ௧,௧ାଵหߠ൯| ௧ܻൟሻ               a 

função valor  ܨܥܨ෫௧ାଵ ൌ ௧ାଵ e o estado ෨ܻ௧ାଵߙ	 ൌ ௧ܸାଵ. 

 

b) Balanço Hídrico – Como ilustrado na Figura 3-2, a equação de balanço hídrico 

relaciona o armazenamento e os volumes de entrada e saída do reservatório: o 

volume final no estágio t (início do estágio t+1) é igual ao volume inicial menos 

os volumes de saída (turbinamento e vertimento) mais os volumes de entrada 

(afluência lateral mais os volumes de saída das usinas a montante). 

௧ܸାଵ,௜ ൌ 	 ௧ܸ௜ ൅ ௧௜ܣ െ ௧ܷ௜ െ ܵ௧௜ ൅ ∑ ሺ ௧ܷ௠ ൅ ܵ௧௠ሻ ∀݅௠∈ெ೔
  (3-10) 

onde: 

I índice das hidrelétricas (I número de hidrelétricas) 

௧ܸାଵ,௜ volume armazenado na usina i ao final do estágio t (variável de decisão) 

௧ܸ,௜ volume armazenado na usina i no início do estágio t (valor conhecido) 

 ௧௜ afluência lateral que chega na usina i na etapa t (valor conhecido)ܣ

௧ܷ௜ volume turbinado durante a etapa t (variável de decisão) 

ܵ௧௜ volume vertido na usina i durante a etapa t (variável de decisão) 

݉ ∈  ௜ conjunto de usinas imediatamente a montante da usina iܯ

 

vazão

Vazão da usina

Afluência lateral

 a montante

 

 

Figura 3-2 – Balanço hídrico do reservatório 
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c) Limites de Armazenamento e Turbinamento 

௧ܸାଵ,௜ ൑ ܸ௜			∀݅   (3-11) 

௧ܷ௜ ൑ ܷ௜					∀݅    (3-12) 

onde V୧ representa o armazenamento máximo da hidrelétrica i e U୧ o limite de 

turbinamento da hidrelétrica i. 

 

d) Limites de Geração Térmica 

 

São os mesmos do despacho térmico, vistos no início deste capítulo. 

݃௝ ൑ ݃௝		∀݆   (3-13) 

 

e) Atendimento à Demanda 

 

∑ ௜ߟ ௧ܷ௜
ூ
௜ୀଵ ൅ ∑ ݃௧௝

௃
௝ୀଵ ൌ ݀௧  (3-14) 

onde η୧ representa o coeficiente de produção da hidrelétrica i (MWh/hm3) (valor 

conhecido). Em uma formulação mais geral, o coeficiente de produção é 

modelado como funções do volume, cota do reservatório e/ou altura do canal de 

fuga. Para mais detalhes ver [111]. 

 

3.3.5  

Solução do Problema e Custos Marginais 

  

O problema (3-9)-(3-14) é em geral resolvido por um algoritmo de programação 

linear (PL). Assim como no caso térmico, o custo marginal de operação é 

multiplicador ߨௗ	associado à equação de atendimento da demanda (3-14). Por sua 

vez, o valor da água de cada hidrelétrica é o multiplicador ߨ௛	associado à restrição 

do balanço hídrico (3-10). 
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3.4  

Cálculo da Função de Custo Futuro 

 

3.4.1  

Programação Dinâmica Determinística 

 

Como visto, as decisões operativas de um sistema hidrotérmico se baseiam 

no equilíbrio entre o custo de oportunidade hoje e seu valor no futuro, 

representado pela FCF, t+1(vt+1). Apresenta-se um procedimento recursivo 

chamado programação dinâmica [9] para calcular esta função de custo futuro para 

o caso determinístico, ou seja, para um único cenário de vazão. 

a) para cada estágio t (tipicamente um mês) define-se um conjunto de estados do 

sistema, por exemplo, níveis de armazenamento 100%, 90% etc. até 0%. A 

Figura 3-3 ilustra a definição dos estados para um reservatório. Supõe-se 

conhecido o armazenamento inicial do primeiro estágio. 

 

1 2 T-1 T

estados do sistema:
armazenamento
 inicial para etapa T

estado
inicial

 
Figura 3-3 – Definição dos Estados do Sistema. 

 

b) iniciar no último estágio, T, e resolver o problema de despacho de um estágio 

supondo que o armazenamento inicial corresponde ao primeiro nível 

selecionado no passo (a) - por exemplo, 100%, e utilizando a vazão projetada 

para este estágio. Dado que se está no último estágio, supõe-se que a FCF é 

igual a zero, ou seja, o valor da água é igual a zero.  
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c) Calcular custo operativo associado ao nível 100%. Com isto se obtém o 

primeiro ponto da FCF para o estágio T-1, i.e. T(vT). Repetir o cálculo do 

custo operativo para cada estado de armazenamento no estágio T. Calcular 

uma superfície linear por partes, que representa a FCF T(vT) para o estágio T-

1, através da interpolação dos pontos calculados. O procedimento está 

ilustrado na Figura 3-4. 

 

 
Figura 3-4 – Cálculo da FCF para o estágio T-1 

 

d) Repetir o processo para todos os estados de armazenamento selecionados nos 

estágios T-1, T-2 etc, utilizando o cenário de vazão projetado para cada estágio. 

Observe que o objetivo agora é minimizar o custo operativo imediato no 

estágio T-1 mais o custo futuro, dado pela função linear por partes calculada 

no passo anterior, como mostrado na Figura 3-5. 

 

Figura 3-5 – Cálculo do custo operativo para o estágio T-1 e FCF para T-2. 

 

O resultado final do esquema PD (a)-(d) é um conjunto de FCFs {t+1(vt+1)} 

para todos os estágios t = 1, ..., T. Observe que o cálculo desta função requer a 

representação da operação conjunta do sistema, com o conhecimento completo 

dos estados de armazenamento de todas as usinas do sistema. Em outras palavras, 

o valor da água de uma usina hidrelétrica é uma função não-separável do estado 

das demais usinas do sistema. 

1 2 T-1 T
custo

FCF para etapa T-1

1 2 T-1 E(custo futuro)

Minimizar custo imediato em T-1
+ E(custo futuro)

armazenamento em T

Min custo imediato em T‐1 
+ custo futuro
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3.4.1.1  

Exemplo – caso determinístico 

 

Apresenta-se a seguir um exemplo de aplicação da programação dinâmica 

determinística para o problema de dois estágios. Suponha um sistema 

hidrotérmico que possua três termelétricas com as características da  e uma 

hidrelétrica com as características da Tabela 3-2. 

 

Tabela 3-1 – Características das termelétricas 

Nome 
cap. 

(MW) 

Custo 

Variável 

($/MWh) 

T1 10 8 

T2 15 30 

T3 30 100 

 

Tabela 3-2 – Características da hidrelétrica 

Nome 
cap. 

(MW) 

Coef. Prod. 

(MWh/m3) 

Volume Útil

(m3) 

H1 40 1 29.200 

 

A demanda projetada para o primeiro mês é de 40 MW médios (29.200 

MWh) e de 50 MW médios (36.500) no segundo mês. Suponha também que os 

reservatórios iniciam vazios e que a projeção de vazão para o primeiro e o 

segundo mês é de 29.200 m3 e 14.600 m3, respectivamente. Observe que com a 

vazão do primeiro mês é possível atender toda a demanda deste estágio e que 

apenas 2/5 da demanda projetada (20 MW médios) para o segundo estágio seria 

atendida. Caso toda a vazão projetada para o primeiro mês seja turbinada, haverá a 

necessidade de despachar a termelétrica T3 no segundo mês.  

A programação dinâmica determinística foi aplicada a este problema de dois 

estágios através da discretização do reservatório da hidrelétrica em 7 estados. A 

Tabela 3-3 apresenta custo imediato, o custo futuro e o custo total para cada 

estado de armazenamento. Observa-se que a operação ótima do sistema, 

considerando a discretização do armazenamento em 7 estados, o ocorre quando o 
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volume do reservatório termina o primeiro mês com 9.733 m3. Ou seja, a operação 

ótima consiste em guardar 1/3 da água para utilização no segundo mês. 

 

Tabela 3-3 – Custo operativo para cada estado operativo 

Volume 

Final 

(m3) 

Custo 

Imediato 

(k$) 

Custo  

Futuro 

(k$) 

Custo  

Total 

(k$) 

0  0 752 737

4.867  39 350 382

9.733  131 204 330

14.600  277 58 332

19.467  509 58 561

24.333  995 58 1.043

29.200  1.482 58 1.524

 

A Figura 3-6 apresenta a função de custo futuro deste problema, construída 

a partir da interpolação dos custos obtidos da tabela anterior. 

 

 

Figura 3-6 – Função de Custo Futuro 

 

 

O despacho hidrotérmico ótimo do sistema e apresentado na  

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

C
u
st
o
 o
p
e
ra
ti
vo

 (
k$
)

Volume final hidro (m3)

FCT FCF FCI

V* = 9.733

Z* = 330

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021510/CA



 
3. Otimização Estocástica e o Problema de Despacho Hidrotérmico  

   

 

 
57

Tabela 3-4. Observa-se que a estratégia de utilização da vazão projetada para 

o primeiro mês resulta no deslocamento de água para o segundo estágio, com o 

objetivo de evitar o despacho da termelétrica mais cara. 

 

Tabela 3-4 – Despacho Ótimo – Determinístico 

Unidade Ger. t =1 (MWh) Ger. t =2 (MWh)

T1 7.300 7.300

T2 2.433 4.867

T3 0 0

H1 19.467 24.333

Total 29.200 36.500

 

3.4.2  

Programação Dinâmica Estocástica (PDE) 

 

A metodologia apresentada anteriormente considera que existe 

conhecimento perfeito sobre as vazões futuras. No entanto, o cálculo do custo de 

oportunidade da geração hidrelétrica é bem mais complexo devido à incerteza das 

afluências futuras. Por exemplo, se a energia hidrelétrica for utilizada hoje, e 

ocorrer uma seca amanhã, pode ser necessário usar geração térmica mais cara no 

futuro, ou até mesmo interromper o fornecimento de energia elétrica (custo de 

oportunidade elevado). Se, por outro lado, os níveis dos reservatórios se 

mantiverem altos pelo uso mais intenso de geração térmica, e a afluência 

aumentar no futuro, os reservatórios poderão verter, desperdiçando energia (custo 

de oportunidade baixo). 

Uma primeira abordagem para lidar com esta incerteza seria calcular uma 

política operativa utilizando o valor esperado das vazões projetadas para o 

horizonte de planejamento. Esta abordagem se baseia no princípio do equivalente 

certo. Este princípio estabelece que a solução ótima para uma classe de problemas 

estocásticos pode ser obtida substituindo as variáveis aleatórias por seus valores 

esperados [36]. A principal vantagem deste método é eliminar a estocasticidade 

do problema de otimização, reduzindo o seu tamanho, o que permite um maior 

detalhamento da modelagem do sistema de geração. 
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No entanto, para o caso específico do planejamento da operação de sistemas 

hidrotérmicos, a hipótese do princípio do equivalente certo não é adequadamente 

aplicada [37]. A razão está na desigualdade de Jensen [34], que diz que para 

qualquer função ݂ሺݔሻ convexa, onde ݔ é variável aleatória, ݂ሺܧሾݔሿሻ ൑  ሻሿ, oݔሾ݂ሺܧ

que significa que ݊݅ܯ	݂ሺܧሾݔሿሻ ൑  ሻሿ. Como consequência a soluçãoݔሾ݂ሺܧ	݊݅ܯ

ótima determinística possui um viés para baixo da solução ótima estocástica do 

problema [38]. Ou seja, a política operativa determinística tenderá a utilizar 

menos termelétrica do que seria recomendado pela política operativa estocástica. 

O impacto da utilização de modelos determinísticos no planejamento do 

despacho hidrotérmico depende da curva agregada dos custos marginais das 

termelétricas e do tamanho dos reservatórios. Usualmente esta curva é convexa, 

pois existem termelétricas com grande capacidade instalada e custo variável 

unitário baixo (e.g. nuclear e carvão), que são utilizadas para despacho na base; e 

outras termelétricas de menor capacidade instalada e custo variável maior, que são 

utilizadas somente em momento de hidrologia extremamente desfavorável. De 

acordo com Pereira (1985) [39], o impacto da utilização de modelos 

determinísticos depende muito das características do sistema hidrotérmico. 

Por exemplo, Read (1979) [33] mostra que os modelos de despacho 

hidrotérmico determinísticos recomendam políticas operativas mais arriscadas 

para o sistema hidrotérmico da Nova Zelândia, reduzindo o uso de termelétricas e 

operando os reservatórios com níveis mais baixos. No entanto as diferenças entre 

os custos operativos médios não são muito significativas. Mais recentemente, uma 

comparação entre PDE e programação dinâmica determinística foi analisada em 

Siqueira et el (2006) [8], para sistemas simplificados com uma hidroelétrica. 

Foram apresentados resultados para um sistema considerando a hidrelétrica de 

Furnas, no Rio Grande, e para um sistema considerando a hidrelétrica de 

Sobradinho, no Rio São Francisco. Em ambos os casos os resultados mostram 

uma redução nos custos operativos esperados quando se considera a 

estocasticidade das vazões no cálculo da política operativa. No entanto, no caso de 

Furnas a diferença entre os custos operativos das duas abordagens é de apenas 

0,3%. Já no caso de Sobradinho, a diferença chega a 2,1%. 

Já Araripe et al (1985) [35] apresentam uma avaliação do benefício de 

modelos estocásticos no despacho hidrotérmico do Sistema Elétrico Brasileiro, 

onde o desempenho do modelo estocástico PDE é comparado ao modelo 
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equivalente determinístico. O trabalho mostra que a utilização da PDE reduz o 

risco de déficit da região Sudeste de 8,0% para 3,7% e reduz o custo operativo 

total esperado (custo térmico e custo de déficit) de US$ 491 milhões para US$ 

337 milhões.  

Uma discussão sobre a importância das séries sintéticas para a avaliação do 

potencial energético de sistemas hidrelétricos ao invés do método da energia 

firme, que utiliza o histórico de vazões, se encontra em [22]. 

 

3.4.2.1  

Formulação com uma variável de estado 

 

Como discutido anteriormente, o cálculo do custo futuro é bem mais 

trabalhoso, pois requer a consideração da incerteza das afluências futuras, que 

resultam em diferentes benefícios econômicos. Como ilustra a Figura 3-7, é 

necessário resolver uma “árvore de decisão” e quantificar os efeitos de todas as 

possíveis decisões, escolhendo a que, por exemplo, em média, leva aos melhores 

resultados. 

 

 

Figura 3-7 – Processo Decisório em Sistemas Hidrotérmicos 

 

De uma maneira muito simplificada, suponha que há três cenários 

hidrológicos futuros: (i) “cheia”, com probabilidade 20%, em que há vertimento 

nos reservatórios; (ii) “média”, com probabilidade 75%, em que a  térmica mais 

cara despachada custa 80 R$/MWh; e (iii) “seca”, com probabilidade 5%, onde o 

baixo nível dos reservatórios resulta em déficit de energia. 
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Inicialmente, observa-se que a decisão mais correta sob o ponto de vista de 

um cenário futuro específico pode ser equivocada sob o ponto de vista de outro 

cenário. Por exemplo, imagine que o benefício imediato da utilização da água no 

reservatório é 120 R$/MWh. Se tivéssemos informação perfeita e soubéssemos 

que iria ocorrer o cenário “cheia” (benefício futuro zero, pois a água transferida 

iria ser vertida e, portanto, desperdiçada) ou o cenário “médio” (benefício futuro 

unitário de 80 R$/MWh), a decisão correta seria utilizar a geração hidrelétrica 

hoje, pois este valor é menor que o benefício imediato de 120 R$/MWh. 

No entanto, se tivéssemos a informação que o cenário “seca” iria ocorrer, a 

decisão correta seria o oposto, isto é, transferir a geração hidrelétrica para o 

futuro, pois esta transferência amenizaria uma falha de suprimento cujo custo 

unitário (mais conhecido no Brasil como custo do déficit, CDEF) é certamente 

maior do que o benefício imediato de 120 R$/MWh. 

Dado que esta informação perfeita sobre as vazões futuras não existe, temos 

que tomar uma decisão sob incerteza, comparando o benefício imediato de cada 

decisão operativa com o valor esperado dos benefícios futuros da mesma para os 

três cenários. Este exemplo de decisão sob incerteza é apresentado na Figura 3-8. 

 

 

Figura 3-8 – Exemplo de decisão sob incerteza 

 

Observa-se imediatamente que o resultado da comparação depende do valor 

atribuído ao custo do déficit (CDEF). Se CDEF = 1.000 R$/MWh, a decisão ótima 

seria utilizar a energia hidrelétrica no mês corrente, pois o benefício imediato de 

120 R$/MWh excede o valor esperado do benefício futuro: 0,2 × 0 + 0,75 × 80 + 

0,05 × 1.000 = 110 R$/MWh. 

No entanto, se CDEF = 1.500 R$/MWh, a decisão ótima seria transferir a 

geração hidrelétrica para o futuro, pois o valor esperado do benefício futuro: 0,2 × 

0 + 0,75 × 80 + 0,05 × 2.000 = 135 R$/MWh seria maior do que o benefício 

imediato. 

120

CDEF (seca)

80 (médio)

0 (cheia)

75%

Decisão sob incerteza:

Custo 
Imediato

Custo 
Futuro

20% × 0 R$/MWh + 
75% × 80 R$/MWh + 
5% × CDEF

120 R$/MWh 
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O exemplo simplificado anterior considerou uma árvore de apenas dois 

estágios e que se conhece os custos operativos de cada ramo da árvore no estágio 

2. No entanto, o cálculo da FCF deve avançar na árvore de cenários durante um 

período compatível com a capacidade de regularização dos reservatórios. Por 

exemplo, se o horizonte de influência for 5 anos em etapas mensais (60 meses) e 

se houver dois cenários hidrológicos por estágio (“seco” e “molhado”) teremos 260 

cenários no problema. Isto significa que a formulação matemática com a “árvore 

completa” fica rapidamente inviável sob a ótica computacional. 

Para resolver esta maldição da dimensionalidade surgiu a técnica da 

Programação Dinâmica Estocástica (PDE). Como visto na seção anterior, o 

cálculo da FCF na programação dinâmica determinística é realizado através da 

solução do problema de um estágio para cada estado de armazenamento, 

considerando um único cenário de vazão projetado. Na PDE, em cada estado de 

armazenamento L problemas de um estágio são resolvidos, cada um representando 

um cenário de vazão. Como estes cenários representam os ramos da árvore a partir 

daquele estado – também conhecidos como aberturas, e o processo é repetido 

para todos os estados visitados, tem-se como resultado uma aproximação amostral 

da árvore de cenários. O esquema está ilustrado na  

Figura 3-9. 

 

1 2 T-1 T

problema de um estágio
cenário de vazões #1

problema de um estágio

problema de um estágio
cenário de vazões #2

cenário de vazões #N

 

 

Figura 3-9 – Esquema de aberturas da PDE – estágio T 

 

O próximo passo consiste em calcular o valor esperado do custo operativo 

associado a cada estado como a média dos custos dos L subproblemas de um 

estágio. Com isto se obtém o primeiro ponto da FCF para o estágio t-1, i.e. α୲ሺV୲ሻ. 

Os próximos passos são equivalentes aos discutidos na seção 3.4.1.  
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3.4.2.2   

Representação da correlação serial: vazão como variável de estado 

 

Conforme discutido no Capítulo 2, um fato estilizado do processo 

estocástico das vazões  é a presença de correlação temporal. Este fenômeno ocorre 

devido à característica física dos aquíferos, que funcionam como uma esponja que 

absorve a água precipitada, soltando-a nos rios a uma taxa que depende do volume 

armazenado no passado. Por exemplo, se a vazão em um determinado mês foi 

elevada, existe uma elevada probabilidade dos aquíferos estarem cheios, o que 

significa que a vazão do mês subsequente também será elevada. 

Suponha que há correlação positiva entre as vazões do mês de Maio e as 

vazões do mês de Abril. Se Abril for um mês com vazões acima da média, o valor 

da água será mais baixo, pois a expectativa de vazões acima da média em Maio 

reduz a necessidade futura do acionamento das termelétricas. E vice-versa: se as 

vazões de Abril forem baixas, haverá expectativa de vazões em Maio abaixo da 

média, o que aumenta a necessidade futura de acionamento termelétrico e, 

consequentemente, o valor da água. Isto significa que a existência de correlação 

temporal faz com que, além do nível do armazenamento, o estado do sistema 

dependa também das vazões afluentes passadas, ou seja, a FCF passa a ser 

representada por ߙ௧ሺ ௧ܸ,  ௧ିଵሻ, ou seja, o estado ෨ܻ௧ passa a ter duas dimensões ௧ܸ eܣ

 .௧ିଵܣ

Para se calcular esta função através da técnica da PDE basta incluir uma 

etapa adicional ao procedimento descrito anteriormente onde os  N problemas de 

um estágio são resolvidos para cada estado de armazenamento e para cada cenário 

de vazão do estágio anteriores. Em seguida, obtêm-se ߙ௧ሺ ௧ܸ,  ௧ିଵሻ porܣ

interpolação.  

Um resumo da metodologia de PDE para um caso com um reservatório e 

onde o modelo estocástico é PAR(1), ou seja, as variáveis de estado são ௧ܸ e ܣ௧ିଵ, 

é apresentado a seguir: 
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Inicialize a FCF do último estágio ்ߙାଵሺ்ܸ , ଵሻି்ܣ ← 0; 

para ݐ ൌ ܶ, ܶ െ 1,… ,1; 

 para cada estado de armazenamento ௧ܸ ൌ ௧ܸ
ଵ, ..., ௧ܸ

௞, ...,	 ௧ܸ
௄; 

  para cada cenário de vazão anterior ܣ௧ିଵ ൌ ௧ିଵଵܣ ௧ିଵܣ ,... ,
௡ ௧ିଵேܣ	,... , ; 

   para cada vazão ܣ௧
௟  condicionada anterior ܣ௧ିଵ

௡ ; 

    resolva o problema (3-9)- (3-14), considerando ߙ௧ሺ ௧ܸ,   ;௧ିଵሻܣ

   próximo  ݈; 

   calcule ߙ௧ሺ ௧ܸ
௞, ௧ିଵܣ

௡ ሻ ൌ భ
ಽ
∑ ௧ߙ

௟ሺ ௧ܸ
௞, ௧ିଵܣ

௡ ሻ௅
௟ୀଵ ; 

  próximo n; 

 próximo k; 

próximo t; 

 

3.4.3  

Programação Dinâmica Estocástica (PDE) – Formulação alternativa 

 

Uma formulação alternativa para o problema de um estágio na PDE é, ao 

invés de ter como variável de estado a vazão do mês anterior, ܣ௧ିଵ, utilizar a 

vazão do mês corrente, ܣ௧. Esta formulação equivale simplesmente a substituir o 

passo de cálculo do valor esperado dos L subproblemas de um estágio por uma 

representação explícita deste cálculo na função objetivo do problema. Por esta 

razão, as duas formulações resultam no mesmo custo operativo [34]. 

A formulação do despacho hidrotérmico de 1 estágio é dada por: 

௧ሺߙ ௧ܸ, ௧ሻܣ ൌ 	݊݅ܯ							 ∑ ௝ܿ݃௧௝
௃
௝ୀଵ ൅ ଵ

௅
∑ ௧ାଵߙ

௟௅
௟ୀଵ   

Sujeito a: 

(3-15) 

 

௧ܸାଵ,௜ ൌ 	 ௧ܸ௜ ൅ ௧௜ܣ െ ௧ܷ௜ െ ܵ௧௜ ൅ ෍ ሺ ௧ܷ௠ ൅ ܵ௧௠ሻ ∀݅
௠∈ெ೔

 (a) 

௧ܸାଵ,௜ ൑ ܸ௜			∀݅ (b) 

௧ܷ௜ ൑ ܷ௜					∀݅ (c) 

݃௧௝ ൑ ݃௝				∀݆ (d) 

෍ߟ௜ ௧ܷ௜

ூ

௜ୀଵ

൅෍݃௧௝

௃

௝ୀଵ

ൌ ݀௧ (e) 

ሺܣ௧ାଵ,௜
௟ െ ௧ାଵ,௜ሻߤ ௧ାଵ,௜ൗߪ ൌ ௧௜ߩ ሺܣ௧௜ െ ௧௜ሻߤ ⁄௧௜ߪ ൅ ට1 െ ௧ߩ

ଶ ௧௜ߦ
௟ ∀݈∀݅ (f) 
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௧ାଵߙ
௟ ൫ ௧ܸାଵ,௜, ௧ାଵ,௜ܣ

௟ ൯ ൌ ௟ߙ 		∀݈ (g) 

 

Onde  l	indexa as aberturas e L	representa o total de aberturas. Assim como 

na formulação anterior, a FCF α୲ାଵ
୪ é expressa como uma variável escalar sujeita a 

restrições lineares, calculadas pela interpolação do esquema de PDE. 

Comparado com a formulação (3-9) - (3-14), as únicas diferenças estão na 

função objetivo de (3-15) e nas restrições (3-15)f e (3-15)g 

Com esta nova formulação, o procedimento da PDE pode ser resumido 

como: 

 

Inicialize a FCF do último estágio ்ߙାଵሺ்ܸ , ሻ்ܣ ← 0; 

para ݐ ൌ ܶ, ܶ െ 1,… ,1; 

 para cada estado de armazenamento ௧ܸ ൌ ௧ܸ
ଵ, ..., ௧ܸ

௞, ...,	 ௧ܸ
௄; 

  para cada cenário de vazão ܣ௧ ൌ ௧ܣ ,... ,௧ଵܣ
௡, ...,	ܣ௧ே; 

   resolva o problema (3-15);    

  próximo n; 

 próximo k; 

próximo t; 

 

3.4.3.1  

Exemplo – caso estocástico 

 

Apresenta-se a seguir um exemplo de aplicação da programação dinâmica 

estocástica para o mesmo problema de dois estágios da seção 3.4.1.1. As 

características do parque hidrotérmico e a demanda projetada para os dois meses 

são as mesmas. Assim como no exemplo anterior, os reservatórios iniciam vazios 

e a projeção de vazão para o primeiro mês é de 29.200 m3. A diferença é que serão 

considerados 3 cenários de vazões equiprováveis para o segundo mês, com valor 

esperado igual a 14.600 m3, valor igual ao do caso determinístico. A Figura 3-10 

apresenta a árvore de cenários de vazão para o estágio t +1. 
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Figura 3-10 – Cenários de vazão para o estágio t +1 

 

A programação dinâmica estocástica foi aplicada a este problema de dois 

estágios através da discretização do reservatório da hidrelétrica em 7 estados. A  

Tabela 3-5 apresenta o custo imediato, o valor esperado do custo futuro e o 

valor esperado do custo total para cada estado de armazenamento. Observa-se que 

a operação ótima do sistema, considerando a discretização do armazenamento em 

7 estados, ocorre no mesmo ponto de operação do caso determinístico, ou seja, 

quando o volume do reservatório termina o primeiro mês com 9.733 m3. No 

entanto, o valor esperado do custo total ficou em 383 mil reais, valor 16% maior 

que o do caso determinístico. 

 

Tabela 3-5 – Custo operativo para cada estado operativo 

Volume 

Final 

(m3) 

Custo 

Imediato 

(k$) 

Valor 

Esperado do 

Custo  

Futuro 

(k$) 

Valor esperado 

do Custo  

Total 

(k$) 

0  0  837  821 

4.867  39  492  521 

9.733  131  257  382 

14.600  277  131  403 

19.467  509  83  585 

24.333  995  58  1043 

29.200  1.482  58  1524 

 

A Figura 3-11 apresenta a função de custo futuro deste problema, construída 

a partir da interpolação dos custos obtidos da tabela anterior. 

⅓

⅓

⅓

7.300

14.600

21.900

29.200
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Figura 3-11 – Função de Custo Futuro – caso estocástico 

 

A Tabela 3-6 apresenta o valor esperado do despacho hidrotérmico ótimo do 

sistema. Observa-se que em valor esperado a termelétrica despacha na segunda 

etapa, aumentando o custo operativo do sistema. 

 

Tabela 3-6 – Despacho Ótimo Esperado– Estocástico 

           

 
Ger. t =1 (MWh) Ger. t =2 (MWh) 

T1 7.300 7.300

T2 2.433 5.272

T3 0 406

H1 19.467 23.522

Total 29.200 36.500
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4                                                                                               

AVALIAÇÃO DA INCERTEZA NOS PARÂMETROS 

 

 

Este capítulo discute a incerteza nos parâmetros dos modelos estocásticos de 

vazão, propõe uma metodologia para gerar séries sintéticas considerando esta 

incerteza e apresenta um estudo de caso a quantificando no contexto do despacho 

hidrotérmico. 

 

4.1  

Incertezas nos modelos estocásticos 

 

Um processo estocástico representa um conjunto de possíveis trajetórias de 

um fenômeno físico (e.g. vazão) com suas respectivas probabilidades. O uso de 

modelos estocásticos para representar estes fenômenos está sujeito a três tipos 

principais de erros: (i) incerteza na escolha da distribuição de probabilidade (e.g. 

normal e log-normal); (ii) incerteza na escolha do modelo (e.g. ARMA, PAR(p), 

etc) e (iii) incerteza na estimação dos parâmetros. O foco desta  Tese está neste 

último tipo de erro. 

4.2  

Incerteza dos parâmetros 

 

4.2.1  

Modelos estocásticos em geral 

 

Os parâmetros dos modelos estocásticos são estimados a partir do registro 

histórico, o qual representa apenas uma possível realização do processo 

estocástico. Dado que este histórico é limitado, há uma incerteza quanto a esta 

estimativa, o que resulta no fenômeno da incerteza nos parâmetros. Esta incerteza 

significa que existe um risco do modelo não atuar como esperado, mesmo que a 

relação entre os parâmetros e a performance de um sistema seja completamente 

conhecida. Prékopa e Hou [98] apresentam um modelo de programação 

estocástica que encontra o tamanho ótimo da amostra que garante que o resultado 
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da otimização está dentro do intervalo de confiança com uma determinada 

probabilidade. A abordagem é aplicada no contexto de teoria dos jogos. Zouaoui e 

Wilson [99] apresentam uma metodologia para reduzir a incerteza dos parâmetros 

na simulação. A metodologia é baseada no modelo de média bayesiana e é 

aplicada para despacho termelétrico com rede de transmissão. 

O tema da incerteza dos parâmetros também é bastante analisado em atuária. 

Por exemplo, a precificação de seguros é baseada em modelos de análise de risco 

que, por sua vez, são tipicamente paramétricos. O valor real destes parâmetros não 

é conhecido e precisa ser estimado a partir de uma amostra. Se o parâmetro a ser 

estimado, por exemplo, o número de sinistros causados por desastres naturais,  for 

inferior ao valor de população, a apólice de seguros estará subprecificada. Em 

[101] são apresentadas técnicas de bootstrap e métodos bayesianos para precificar 

apólices de seguros considerando incerteza nos parâmetros. 

Na área de otimização de portfólios existem diversas técnicas para reduzir a 

perda de utilidade do investidor devido ao efeito da incerteza nos parâmetros 

[104],[99],[100],[98],[102], tais como: metodologia Bayesiana com prior difusa; 

metodologia Bayesiana com prior baseada nos modelos de precificação de ativos; 

e métodos de otimização robusta. Nestas abordagens o que se busca é quantificar 

e minimizar o efeito da incerteza dos parâmetros no retorno do portfólio.  

 

4.2.2  

Modelos estocásticos de vazão 

 

No contexto do despacho hidrotérmico, os parâmetros do modelo 

estocástico de vazões, ሼμ୲୧, σ୲୧, ρ୲୧, i ൌ 1,2, … , Iሽ são estimados a partir do registro 

histórico de vazões, que como mencionado acima, representa apenas uma possível 

realização do processo estocástico. Dado que este registro histórico é limitado 

(tipicamente de 40 a 80 anos) há uma incerteza quanto a esta estimativa. Por 

exemplo, o estimador da média, μ୲୧, possui tipicamente uma distribuição de 

probabilidade Normal com média μො୲୧ (média amostral, isto é, calculada a partir da 

amostra histórica) e desvio padrão σෝ୲୧ √N⁄ , onde N é o número de anos do registro 

histórico. Isto significa que o “verdadeiro” valor da média (valor de população) 
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pode ser diferente de μො୲୧ e que quanto maior o tamanho do histórico, menor a 

incerteza. 

Cabe ressaltar que a problemática da incerteza dos parâmetros está 

relacionada ao número de registros do histórico e não ao número de séries 

sintéticas utilizadas. Afinal, mesmo que se utilize um número de séries sintéticas 

suficientemente grande, as grandezas amostrais destas séries irão convergir para 

os valores amostrais da série sintética e não para os valores de população. 

Segundo [22] esta transferência da incerteza dos parâmetros para as séries 

sintéticas é chamada de tendenciosidade operacional. 

Atualmente, esta incerteza no valor dos parâmetros é ignorada tanto no 

cálculo da política operativa como na geração de cenários de vazões para a 

simulação final. O risco de se ignorar esta incerteza é que a simulação 

probabilística pode ser otimista, caso desconsidere secas severas que seriam 

implausíveis sob o ponto de vista dos parâmetros utilizados, mas que seriam 

possíveis casos os parâmetros fossem diferentes (por exemplo, média menor, 

desvio padrão e coeficiente de correlação maiores do que os utilizados).  

Em outras palavras, existe um viés desconhecido nas vazões sintéticas 

quando se assume que os parâmetros de população são iguais aos parâmetros 

amostrais das vazões observadas. Se o viés for negativo (vazões afluentes 

menores que os valores de população), a água pode ser armazenada 

desnecessariamente nos reservatórios devido a uma perspectiva de vazões secas 

no futuro, aumentando a probabilidade de vertimento no futuro (desperdício de 

combustível). Por outro lado, se o viés for positivo (vazões afluentes maiores que 

os valores de população), a política operativa irá deplecionar os reservatórios mais 

rápido do que o necessário, resultando no despacho de térmicas mais caras no 

futuro ou mesmo em uma falha de suprimento da demanda. A primeira questão é, 

portanto, como gerar séries de afluências que incorporam a incerteza nos 

parâmetros.  

Muitos trabalhos têm sido desenvolvidos com o objetivo de avaliar o erro da 

estimativa dos parâmetros. Uma técnica comumente utilizada é o cálculo do 

intervalo de confiança do estimador, que, para alguns parâmetros (e.g. média, 

desvio padrão, autocorrelação), pode ser calculado através de fórmulas clássicas 

ou mesmo por técnicas de reamostragem como, por exemplo, Jacknife ou 

Bootstrap [13]. Adicionalmente, métodos de Bootstrap, aproximação assintótica 
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normal (modelo clássico) e modelo de média Bayesiana, também podem 

quantificar o efeito da incerteza nos parâmetros no modelo estocástico [14]. 

De acordo com [26] e [28] o efeito da incerteza dos parâmetros do modelo é 

maior que o efeito da escolha da distribuição de probabilidade e da escolha no 

modelo estocástico. O trabalho desenvolvido por Stedinger e Taylor (1982) [25] 

deram suporte a esta afirmação, através da análise do impacto da incerteza dos 

parâmetros do modelo AR(1) univariado na confiabilidade de um sistema de 

reservatórios. A incorporação da incerteza dos parâmetros no modelo estocástico 

de geração de séries sintéticas foi baseada na técnica bayesiana. 

 

4.3  

Modelos estocásticos incorporando incerteza nos parâmetros 

 

Como visto, os parâmetros do modelo estocástico também são variáveis 

aleatórias sob a ótica Bayesiana e, por tanto, possuem uma distribuição de 

probabilidade. A incorporação da incerteza dos parâmetros pode ser realizada 

através da utilização da informação desta distribuição de probabilidade no 

processo de geração das séries sintéticas. Utilizando-se conjuntamente a 

distribuição de probabilidade dos ruídos e a distribuição de probabilidade dos 

parâmetros, é possível produzir séries sintéticas considerando a incerteza 

intrínseca das vazões e a incerteza dos estimadores. 

O procedimento possui três principais etapas. Primeiramente se obtém a 

partir dos registros históricos e de outras informações exógenas (e.g. a expertise 

de um hidrólogo) a distribuição de probabilidade dos parâmetros do modelo 

estocástico. Em seguida, sorteia-se a partir desta distribuição de probabilidade um 

possível vetor de parâmetros ሼμො୲୧
ଵ , σෝ୲୧

ଵ , ρො୲୧
ଵ 	i ൌ 1,2, … , Iሽ. De posse deste vetor é 

possível gerar um conjunto de séries sintéticas para o despacho hidrotérmico. 

Com um novo sorteio de parâmetros ሼμො୲୧
ଶ , σෝ୲୧

ଶ , ρො୲୧
ଶ 	i ൌ 1,2, … , Iሽ um novo conjunto 

de séries sintéticas é gerado para o despacho hidrotérmico. Este processo é então 

repetido ݏ vezes, obtendo-se ݒáݏ݋݅ݎ	conjuntos de séries sintéticas, um para cada 

parâmetro. Realizando a convolução destes conjuntos, obtem-se séries sintéticas 

que incorporam a incerteza dos parâmetros. 

Esta técnica permite também levantar a distribuição de probabilidade de 

variáveis de interesse para o despacho hidrotérmico. Por exemplo, se para cada 
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conjunto de séries geradas for calculado o despacho hidrotérmico do sistema, é 

possível calcular empiricamente a distribuição de probabilidade do custo 

operativo médio do sistema ou do risco de déficit. 

 De acordo com a literatura [27][24][23][25] as principais técnicas para o 

levantamento da distribuição de probabilidade dos parâmetros são: 

 Método Bayesiano; 

 Método Clássico; 

 Método de Reamostragem; e 

 Método Parental. 

Estes métodos são discutidos a seguir. 

 

4.3.1  

Método Bayesiano 

 

No método clássico a distribuição preditiva da variável aleatória ݕ௧ dado a 

amostra até  ݕ௧ିଵ	é definida pela expressão ݌ሺݕ௧/ݕ௧ିଵ,  é o vetor de ߠ ሻ, ondeߠ

parâmetros do modelo estocástico e seu estimador é ߠ෠. No método Bayesiano 

existe uma distribuição de probabilidade a priori ݌ሺߠሻ para o vetor de parâmetros 

 conhecida como prior. Esta distribuição prior é obtida através da atribuição de ,ߠ

probabilidade para cada possível parâmetro, sem o conhecimento prévio dos 

registros do histórico. Para determinar estas probabilidades utiliza-se, por 

exemplo, a experiência de um hidrólogo sobre o comportamento das vazões. Caso 

não se tenha a expertise necessária para determinar a distribuição a priori, uma 

técnica utilizada para permitir o uso do Método Bayesiano é a utilização de uma 

Função de Verossimilhança baseada em parâmetros equiprováveis. Como 

consequência, a distribuição de probabilidade dos parâmetros passa a depender 

apenas dos registros do histórico. 

Após o conhecimento dos dados do histórico, a distribuição de 

probabilidade a posteriori dos parâmetros ݌ሺݕ/ߠ௧ିଵሻ é obtida a partir do produto 

da prior ݌ሺߠሻ pela Função de Verossimilhança ݌ሺݕ௧ିଵ/ߠሻ, ou seja, ݌ሺݕ/ߠ௧ିଵሻ ∝

 ሻ. Esta Função de Verossimilhança é obtida a partir dos registrosߠሺ݌	ሻߠ/௧ିଵݕሺ݌	

do histórico e atribui probabilidades para cada possível valor dos parâmetros. 

Desta maneira a distribuição preditiva ݌ሺݕ௧/ݕ௧ିଵሻ	 no método Bayesiano é obtida 
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pela expressão ݌ሺݕ௧/ݕ௧ିଵሻ 	ൌ ׬ ,ߠ/௧ݕሺ݌ ௧ିଵሻݕ  Esta densidade de .ߠ௧ିଵሻ݀ݕ/ߠሺ݌

probabilidade incorpora a incerteza de ߠ. Isto significa que séries de vazões 

sintéticas produzidas a partir desta densidade de probabilidade vão incorporar 

também a incerteza dos parâmetros. 

A primeira crítica realizada ao Método Bayesiano consiste na forte 

dependência entre a Função de Verossimilhança e o modelo estocástico escolhido. 

Isto significa que a incerteza na definição da distribuição de probabilidade (e.g. 

normal ou log-normal) e a incerteza na definição da estrutura do modelo - 

PAR(1), PAR (6), ARMA(1,1), etc; influenciam na análise da incerteza dos 

parâmetros.  

Outra crítica, e a mais importante, consiste na dificuldade de se derivar 

analiticamente a Função de Verossimilhança de modelos mais complexos ou 

mesmo modelos não-Gaussianos, o que dificulta  tipo de abordagem. Para 

contornar esta dificuldade é necessário obter a Função de Verossimilhança via 

simulação [48]. 

 

4.3.2  

Método Clássico 

 

O Método Clássico consiste em utilizar fórmulas analíticas da distribuição 

dos parâmetros. Um exemplo tradicional é o estimador da média μො de uma 

variável aleatória com distribuição Gaussiana, que possui distribuição de 

probabilidade também Gaussiana, com média igual a μ e desvio padrão igual 

ොߪ
√ܰ
ൗ , onde ܰ é o número de dados da amostra. 

Este método possui as mesmas críticas do Método Bayesiano, pois a 

distribuição de probabilidade do estimador também depende da estrutura do 

modelo adotado e, dependendo da complexidade do modelo, pode não ser possível 

obter uma expressão analítica para a distribuição dos parâmetros. Adicionalmente, 

este método tem como críticas: (i) a distribuição de probabilidade depender dos 

valores de população, que justamente são os valores que não se tem 

conhecimento; e (ii) a não incorporação de distribuições a priori. 

A primeira crítica é contornada simplesmente ignorando esta dependência e 

assumindo que os valores de população são iguais aos valores amostrais. Voltando 
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ao exemplo anterior da média, na realidade a distribuição de probabilidade 

apresentada é do estimador da média μො e não do valor de população μ. A 

consequência desta simplificação é uma subestimativa do desvio padrão da 

distribuição de probabilidade dos parâmetros. 

Lee (2009) [27] compara as performances do Método Clássico e do Método 

Bayesiano para quantificar a incerteza dos parâmetros dos modelos estocásticos 

de vazões. As análises são realizadas para diferentes classes de modelos de vazões 

(univariados, multivariados, agregados, desagregados, anual, mensal, entre 

outros). Mostra-se que a abordagem Bayesiana gera séries sintéticas com maior 

variabilidade que a abordagem Clássica. 

 

4.3.3  

Método de Reamostragem 

 

Como discutido nas seções anteriores, tanto o Método Bayesiano quanto o 

Método Clássico possuem como principal crítica a dificuldade de se obter a 

distribuição de probabilidade dos parâmetros para modelos estocásticos mais 

complexos. O Método de Reamostragem contorna este problema através da 

construção desta distribuição empiricamente. 

 Este método, proposto por Quenoille (1949) [30] e desenvolvido por Efron 

(1979) [13], consiste em utilizar técnicas para construir pseudo-amostras a partir 

dos registros do histórico. A partir destas pseudo-amostras os parâmetros do 

modelo são estimados, permitindo-se o levantamento de suas respectivas 

distribuições de probabilidade, sob determinadas hipóteses. 

As técnicas de amostragem mais utilizadas na literatura são o Jacknife e o 

Bootstrap [13]. O primeiro consiste em produzir ܰ pseudo-amostras de tamanho 

(ܰ-1) a partir de registros do histórico de tamanho ܰ. Cada pseudo-amostra é 

construída retirando-se um elemento da amostra original. 

Já o método Bootstrap pode ser considerado como uma abordagem mais 

abrangente que o método Jacknife, pois considera a criação de pseudo-amostras 

de tamanho ܰ através de sorteios da amostra com reposição. Desta maneira 

amplia-se a variabilidade das pseudo-amostras geradas. 

Além da possibilidade de levantar a distribuição empírica dos parâmetros, o 

Método de Reamostragem possui como vantagem não depender da definição do 
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modelo estocástico e nem de sua distribuição de probabilidade3. Portanto, este 

método deve ser utilizado quanto se tem incerteza quanto à estrutura do modelo a 

ser utilizado ou quanto se pretende avaliar a incerteza dos parâmetros 

independentemente do modelo escolhido [23]. Indo além, este método permite 

quantificar a incerteza da estrutura do modelo estocástico. Por exemplo, para cada 

pseudo-amostra a etapa de identificação do modelo pode escolher ordens 

diferentes para o PAR(p), o que permite analisar a incerteza da ordem do modelo 

selecionado.  

No entanto, a principal crítica ao Método de Reamostragem é a premissa de 

que existe independência nas amostras que são sorteadas (Bootstrap) ou em cada 

amostra que é retirada (Jacknife), o que pode não ser verdadeira, ainda mais em se 

tratando de modelos hidrológicos. Outra crítica consiste na limitação do número 

de pseudo-amostras possíveis de serem geradas, que é uma função do número de 

registros históricos. No entanto, no caso da técnica de Bootstrap este limite é 

bastante elevado. Por exemplo, para uma amostra de tamanho ܰ ൌ 10 é possível 

obter 10 pseudo-amostras de tamanho 9 pelo método de Jacknife. No método 

Bootstrap o número de pseudo-amostras é calculado por ൫ଶேିଵே ൯ [32], que no caso 

seria igual a 92378, que é um número bastante razoável.  

Existem na literatura algumas técnicas para contornar a questão da premissa 

de independência das amostras. Em [31] ajusta-se primeiramente um modelo 

estocástico aos registros do histórico e obtêm-se os ruídos deste modelo. O 

método de Bootstrap é então aplicado a estes ruídos que, se modelo estiver bem 

ajustado, serão independentes. As pseudo-séries de ruídos são então utilizadas 

para se construir pseudo-amostras de vazões a partir do modelo estocástico, 

permitindo a seguir a construção da distribuição empírica dos parâmetros. No 

entanto, este procedimento possui a mesma deficiência do Método Clássico, pois 

depende da estrutura do modelo e subestima a variância do erro de estimação dos 

parâmetros, por considerar que os valores de população são iguais aos valores 

amostrais.  

Já em Cover e Unny (1985) [32] é apresentada uma técnica de 

reamostragem para o modelo ARMA (p,q), onde cada ruído 	ߦ௧ da pseudo-série é 

                                                 
3 Para que o método não depende do modelo e da distribuição de probabilidade escolhidos, basta 
que em casa nova amostragem seja efetuada a etapa de identificação da sistemática de Box and 
Jenkins. 
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substituído pelos registros do histórico ሺܣ௧ିଵ, 	ܣ௧ିଶ, ... ,		ܣ௧ି௣). Desta maneira a 

distribuição dos parâmetros não depende dos parâmetros amostrais. No entanto 

permanece a dependência da estrutura do modelo, além da impossibilidade de 

utilizar esta técnica para o modelo PAR(p). 

Uma evolução da técnica de reamostragem proposta por Cover e Unny foi 

desenvolvida por Darú et al em 1992 [23] para modelo de vazões anuais AR(1) 

em conjunto com técnica de desagregação mensal [113]. A técnica consiste na 

criação de sub-amostras correlacionadas de tamanho ݇ a partir do histórico, porém 

independentes entre si, por hipótese. O método bootstrap é então aplicado nestas 

sub-amostras. Com este procedimento a incerteza dos parâmetros pode ser 

avaliada sem a incorporação dos erros de modelagem e mantendo a correlação 

temporal das vazões. O método foi aplicado a estudos de regularização do 

reservatório de Furnas, no Rio Grande, onde mostrou-se que a consideração da 

incerteza dos parâmetros aumentou o risco de déficit de 5% para 10%. O trabalho 

mostrou também que: (i) quanto maior o reservatório maior o impacto da 

incerteza dos parâmetros; (ii) quanto menor é a amostra maior o impacto da 

incerteza dos parâmetros; e (iii) quanto menor o risco de déficit exigido para o 

sistema maior é o impacto da incerteza dos parâmetros no risco de déficit. Este 

último item significa que o impacto da incerteza dos parâmetros é maior em 

eventos extremos e de baixa probabilidade, como, por exemplo, diversos anos 

seguidos de secas severas. 

 

4.3.4  

Método Parental 

 

Como visto, o Método de Reamostragem permite estimar a incerteza dos 

parâmetros sem o conhecimento da distribuição de probabilidade analítica do 

estimador. Stedinger (1980) [29] apresenta outra abordagem para se produzir 

empiricamente estas distribuições a partir da geração sintética de pseudo-amostras 

de tamanho igual ao do registro do histórico, as quais são utilizadas para estimar 

os parâmetros. Quanto maior o número de séries de pseudo-amostras utilizadas, 

mais a distribuição empírica dos parâmetros se aproxima da distribuição analítica. 
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O Método Parental [15] consiste em utilizar esta técnica para produzir séries 

sintéticas considerando a incerteza dos parâmetros. A razão da nomenclatura é 

porque o registro histórico é chamado de Sequência Mãe, as pseudo-amostras 

geradas as partir dos parâmetros estimador da Sequência Mãe são chamadas de 

Sequências Filhas e as séries sintéticas geradas a partir do conjunto de parâmetros 

estimados das Sequências Filhas são chamadas de Sequências Netas. 

Este método possui as mesmas críticas do Método Clássico, umas vez que 

as pseudo-amostras geradas dependem da escolha da estrutura do modelo e não há 

incorporação de informação da distribuição a priori. Como resultado, o 

procedimento subestima a incerteza dos parâmetros. Stedinger (1980) [29] 

apresenta também uma formulação geral que corrige as séries sintéticas geradas 

com o objetivo de aproximá-las da distribuição Bayesiana dos parâmetros e, 

consequente, aumentar a variabilidade das séries. 

A Tabela 4-1 apresenta um resumo da comparação entre os métodos 

analisados. 

Tabela 4-1 – Comparação entre os métodos de avaliação da incerteza nos parâmetros 

Método 

Distribuição de 

probabilidade 

dos parâmetros 

Dependência 

da estrutura do 

modelo 

Premissa de 

independênci

a das 

amostras 

Aplicável em 

amostras 

pequenas 

Dependência 

do valor de 

população 

BAYESIANO Analítica Sim Não Sim Não 

CLÁSSIC Analítica Sim Não Sim Sim 

REAMOSTRAGEM Empírica Não Sim* Não Não 

PARENTAL Empírica Sim Não Sim Sim* 

*Existem técnicas que permitem contornar a fragilidade 

 

Observa-se que o método mais atrativo é o Método da Reamostragem, pois 

sua maior crítica com relação à premissa de independência pode ser contornada, 

conforme discutido anteriormente. No entanto, o método utilizado nesta tese será 

o Parental, pois sua utilização será baseada em casos teóricos, onde se conhece o 

valor de população e a estrutura do modelo.  

Apresenta-se a seguir uma descrição mais detalhada do método a ser 

utilizado neste trabalho. 
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4.3.4.1  

Método Parental a partir dos registros históricos 

 

Como discutido anteriormente, o Método Parental produz pseudo-amostras 

de possíveis registros históricos que serão utilizadas para estimar os parâmetros. 

Esta abordagem é descrita a seguir: 

1. A partir dos registros históricos (Sequência Mãe), estime os 

parâmetros amostrais ሼμො୲୧, σෝ୲୧, ρො୲୧, ∀iሽ utilizando o procedimento atual 

(ver seção 2.3); 

2. Utilize estes parâmetros amostrais para gerar S sequências 

independentes de vazões, cada qual com o mesmo comprimento N do 

registro histórico (Sequência Filha). Por exemplo, se S ൌ 1.200 e 

N ൌ 80, 1.200 séries de vazões serão geradas, cada qual com 80 anos 

(960 meses). 

3. Cada uma das s ൌ 1,… , S sequências geradas no passo (2) pode ser 

vista como um histórico alternativo, ou seja, uma possível realização 

da variável estocástica vazão. Estime os parâmetros amostrais 

ሼμො୲୧
ୱ , σෝ୲୧

ୱ , ρො୲୧
ୱ 	∀iሽ a partir das vazões de cada sequência. 

4. O conjunto ሾሼμො୲୧ୱ , σෝ୲୧ୱ , ρො୲୧ୱ 	∀iሽ, s ൌ 1,… , Sሿ representa implicitamente a 

distribuição de probabilidade conjunta dos estimadores da média, 

desvio padrão e coeficiente de correlação das vazões. 

5. Para cada vetor de parâmetros ሼμො୲୧
ୱ , σෝ୲୧

ୱ , ρො୲୧
ୱ 	∀iሽ, gere uma única 

sequência de afluências de comprimento T (número de anos do 

estudo operativo). Por exemplo, para T = 5 anos (60 meses), teremos 

S = 1.200 sequências de vazões, cada qual com 5 × 12 = 60 meses. 

6. O conjunto de sequências de vazões (Sequências Netas) produzido 

no passo (5) incorpora implicitamente a incerteza na estimativa dos 

parâmetros, e deve ser usada nas simulações operativas. 

A figura a seguir ilustra procedimento. 
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Figura 4-1 - Geração de séries sintéticas de vazão com incerteza nos parâmetros 

 

A metodologia utilizada é bastante conhecida na literatura [15][22][24] para 

incorporar a incerteza dos parâmetros na projeção de séries sintéticas de vazão. 

Seu objetivo é vencer a dificuldade de se obter a distribuição de probabilidade dos 

estimadores. Caso a distribuição de probabilidade dos estimadores fosse 

conhecida, o procedimento para geração de séries sintéticas considerando 

incerteza nos parâmetros teria apenas os passos 4 a 6. 

O impacto da incerteza dos parâmetros nos custos operacionais do sistema 

(passos 4 e 5) num contexto de despacho hidrotérmico pode ser avaliado através 

da simulação do despacho hidrotérmico considerando as séries geradas com 

incerteza nas vazões. A diferença entre os resultados da simulação operativa 

(custos esperados da operação do sistema, nível dos reservatórios, custos 

marginais, etc) com e sem esta metodologia indica o erro causado pela 

aleatoriedade do estimador. 

 

4.3.4.2  

Método Parental a partir dos valores de população (método teórico) 

 

O método apresentado anteriormente tem como objetivo produzir séries 

sintéticas considerando a incerteza dos parâmetros a partir dos registros históricos. 

A simulação do despacho hidrotérmico considerando este conjunto de séries 
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permite avaliar o impacto da incerteza dos parâmetros do custo operativo do 

sistema.  

No entanto, este método não permite quantificar o incremento de custo 

operativo causado pela política operativa ser realizada utilizando os parâmetros 

amostrais ሼμො୲୧, σෝ୲୧, ρො୲୧, i ൌ 1,2, … , Iሽ, que podem ser diferentes dos valores de 

população ሼμ୲୧, σ୲୧, ρ୲୧, i ൌ 1,2, … , Iሽ. De fato, este erro na estimativa do custo 

operativo é impossível de ser calculado na vida real, uma vez que os valores de 

população não são conhecidos. 

Por outro lado, é possível calcular este erro teoricamente, supondo que os 

valores de população são conhecidos e produzindo sinteticamente os registros 

históricos a partir destes valores. Com este procedimento é possível calcular uma 

política com os parâmetros amostrais e simular a operação com os valores de 

população, o que permite quantificar o erro causado pela incerteza dos 

parâmetros. 

Apesar de esta metodologia permitir apenas simulações teóricas, existe uma 

aplicação prática para a seleção da política operativa mais adequada para o 

tratamento da incerteza dos parâmetros. Para isso basta aplicar a metodologia para 

diversas políticas operativas e selecionar aquela que minimizou o erro causado 

pela incerteza dos parâmetros. Este procedimento será utilizado no Capítulo 6 

para verificar a eficácia da política operativa proposta nesta tese. Esta abordagem 

é descrita a seguir: 

1. Sequência Mãe: suponha que os valores de população da “natureza” 

ሼμ୲୧, σ୲୧, ρ୲୧, ∀iሽ são conhecidos. Gere através de simulação de Monte 

Carlo ܵ séries sintéticas de vazão com tamanho ܶ (horizonte de 

planejamento do despacho hidortérmico), utilizando os parâmetros 

de população. Este conjunto de séries será o benchmark do modelo. 

2. Sequência Filha: ݉ sequências são geradas de tamanho ܰ, utilizando 

os parâmetros da “natureza” do modelo PAR(p) ሼμ୲୧, σ୲୧, ρ୲୧, ∀iሽ. Estas 

݉ novas sequências podem ser interpretadas como um conjunto de 

possíveis históricos de dados ou realizações do fenômeno natural. 
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3. Sequência Neta: para cada ݉ sequência gerada no passo 2, ܵ 

sequências de vazões afluentes de tamanho ܶ são geradas, utilizando 

os parâmetros ሼμො୲୧, σෝ୲୧, ρො୲୧, ∀iሽ	do modelo PAR(p) estimado para cada	݉ 

sequências. 

Em comparação com a metodologia apresentação na seção 4.3.4.1 a 

diferença está na consideração dos valores de população no nível da Sequência 

Mãe e na construção de ܵ sequências de vazões para cada para cada uma dos 	݉ 

parâmetros estimados. 

A figura a seguir descreve o procedimento proposto. 

 

Figura 4-2 – Avaliação a incerteza dos parâmetros do PAR(p) 

 

O próximo passo para calcular o impacto da incerteza nos parâmetros é 

calcular a política operativa ótima, i.e., a função de custo futuro para cada uma 

das ݉ Sequências Netas e para a Sequência Mãe, totalizando ݉ ൅ 1 políticas 

operativas ótimas. Em seguida, para cada uma das ݉ ൅ 1 políticas operativas, 

simula-se a operação do sistema para o conjunto de ݏ sequencias de vazões 

geradas utilizando os valores de população. 

A incerteza dos parâmetros do modelo estocástico de vazões no despacho 

hidrotérmico pode ser avaliada comparando os resultados da simulação operativa 

(custos esperados da operação do sistema, nível dos reservatórios, custos 
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marginais, etc) com e sem esta metodologia. A diferença entre os valores do 

benchmark (cálculo da FCF baseada no conjunto de vazões gerado pela 

“natureza”) e o resultado com incerteza nos parâmetros, indica o erro causado pela 

aleatoriedade do estimador. 

Apresenta-se a seguir um estudo de caso com aplicação da metodologia de 

Reamostragem no Sistema Elétrico Brasileiro (SIN). O estudo de caso com a 

metodologia proposta neste trabalho para um sistema simplificado considerando 

apenas uma hidrelétrica com reservatório é apresentado no próximo capítulo. 

 

4.4  

Estudo de caso: Método de Reamostragem 

 

Nesta seção será apresentado um estudo de caso do impacto da incerteza dos 

parâmetros do SIN através da técnica de Reamostragem. O objetivo desta análise 

é ilustrar a importância da incerteza dos parâmetros no despacho hidrotérmico em 

um caso real. O estudo de caso com o método parental será apresentado no 

capítulo 

A análise foi realizada utilizando-se a técnica Boostrap de reamostragem, a 

partir do sorteio com reposição dos anos hidrológicos do registro histórico de 

vazões. O ano hidrológico é definido como sendo o período cujo primeiro mês 

possui a menor correlação temporal com os outros meses, o que, no caso do 

Brasil, ocorre de dezembro (início do período úmido) até novembro do ano 

seguinte (fim do período seco). A baixa correlação entre as vazões de novembro e 

dezembro é explicada pelo início do período úmido, que é pouco influenciado 

pelo o que ocorreu durante o período seco devido à redução da água armazenada 

nos aquíferos. 

A utilização do sorteio de anos hidrológicos ao invés do ano civil é 

necessária devido à premissa inerente à técnica do Boostrap de amostras 

descorrelatadas. No entanto, como já discutido anteriormente, o processo 

estocástico de vazões no Brasil possui como fato estilizado correlação anual. A 

não consideração desta correlação significa que o impacto da incerteza dos 

parâmetros apresentado nesta seção está subestimado, pois a correlação anual tem 

como característica a produção de sequências hidrológicas com secas que duram 
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mais de 5 anos, como observado no período crítico do histórico de 1949 a 1956 

[110].  

Conforme discutido na seção 4.3.3, [23] apresenta uma técnica de 

amostragem que incorpora a dependência anual das vazões para modelos AR(1) 

anuais com desagregação mensal. Esta abordagem não foi utilizada, pois optou-se 

por utilizar o PAR(p) mensal, atualmente o modelo estocástico oficial do Setor 

Elétrico Brasileiro. 

 

4.4.1  

Descrição 

 

Com o objetivo de isolar os efeitos conjunturais relativos à condição inicial 

dos reservatórios e da hidrologia e relativos ao equilíbrio entre a oferta e a 

demanda do sistema, o impacto da incerteza dos parâmetros foi realizado a partir 

de uma configuração estática do Sistema Elétrico Brasileiro. O caso estático 

representa a simulação da operação hidrotérmica em regime permanente, e é 

utilizado para o cálculo dos certificados de garantia física das usinas hidrelétricas 

e termelétricas.  Nesta configuração a demanda do sistema é ajustada de maneira a 

atender um critério pré-definido de segurança de suprimento, como por exemplo, 

o risco de déficit de energia é igual a 5% [115]. Como consequência, podemos 

dizer que a simulação do sistema com esta configuração permite avaliar o 

comportamento do sistema em regime permanente quando planejado de acordo 

com o critério de segurança de suprimento pré-definido. 

O procedimento utilizado para avaliar o impacto da incerteza dos 

parâmetros no risco de déficit é apresentado a seguir: 

 

1. A partir do registro histórico de vazões, estime os parâmetros do 

modelo PAR(p) para cada usina hidrelétrica. 

2. A partir destes parâmetros, gere séries forward e backward para o 

cálculo da política operativa. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021510/CA



 
4. Avaliação da Incerteza nos Parâmetros   
 

   

 

 
83

3. Ajusta-se a demanda do caso estático de maneira ao risco de déficit 

ser igual a 3%4.  

4. Produza 20 pseudo-amostras de tamanho igual ao do registro do 

histórico aplicando-se a técnica de Bootstrap nos anos hidrológicos 

do histórico. 

5. Para cada pseudo-amostra, estime os parâmetros do modelo PAR(p); 

6. Para cada conjunto de parâmetros, gere séries forward; 

7. Para cada conjunto de séries forward, simule a operação do despacho 

hidrotérmico utilizando a Função de Custo Futuro (FCF) calculada 

no item 3. 

8. Calcule o risco de déficit resultante de cada simulação forward. 

Utilizou-se a mesma FCF para reproduzir a não consideração da incerteza 

dos parâmetros no calculo da política operativa. Utilizou-se o modelo despacho 

hidrotérmico SDDP, desenvolvido pela consultoria PSR, que utiliza a técnica da 

PDDE, com modelagem das usinas hidrelétricas de maneira individualizada, e 

cujo modelo de vazões PAR(p) é aplicada para cada posto hidrológico. Foram 

utilizadas 200 séries de vazão para a etapa forward da PDDE e 30 aberturas para a 

etapa backward. 

A configuração de oferta utilizada se refere à base de dados para o cálculo 

de garantia física do Leilão de Energia Nova A-5 de 2010, cujos detalhes se 

encontram em [116]. 

 

4.4.2  

Resultados 

 

A Figura 4-3 apresenta o impacto da incerteza dos parâmetros no risco de 

déficit do sistema. Observa-se que, apesar do sistema ter sido planejado para se ter 

risco de déficit igual a 3%, existem conjuntos de parâmetros que resultam em 

risco de déficit superiores a 5%. 

 
                                                 
4 O ajuste da demanda é realizado através de um processo de busca, da seguinte maneira: (i) defina 
uma demanda pequena ܦ଴; (ii) calcula a política operativa, simule a operação do sistema e avalie o 
risco de déficit ܴௗ௘௙௜௖௜௧; (iii) se ܴௗ௘௙௜௖௜௧=3% pare; (iv) caso contrário aumente a demanda e volte 
para a etapa (ii).  
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Figura 4-3 – Impacto da incerteza dos parâmetros no risco de déficit 

 

Cabe ressaltar que, intuitivamente, esta análise é uma subestimativa do 

impacto da incerteza dos parâmetros, uma vez que o processo de reamostragem 

considerou independência entre as vazões anuais, o que não é fato estilizado das 

vazões no Brasil. Como consequência, as vazões geradas pelos parâmetros 

estimados a partir das pseudo-amostras não produzem as sequências de anos de 

secas severas consecutivas, que contribuem para o esvaziamento dos reservatórios 

e para o aumento do risco de déficit. 
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5                                                                                        

PROBLEMA DO DESPACHO HIDROTÉRMICO COM 

INCERTEZA NOS PARÂMETROS 

 

 

Este capítulo apresenta uma formulação do problema de despacho 

hidrotérmico incluindo a incerteza dos parâmetros do modelo estocástico de 

vazões no cálculo da política operativa, que é o foco desta Tese. 

 

5.1  

Políticas alternativas 

 

Conforme discutido anteriormente, no procedimento padrão do 

planejamento do despacho hidrotérmico a política operativa Ωଵ é calculada 

supondo que os parâmetros do modelo estocástico ሼμො୲୧, σෝ୲୧, ρො୲୧, ∀iሽ, estimados a 

partir da amostra histórica, são os valores de população ሼμ୲୧, σ୲୧, ρ୲୧, ∀iሽ. 

Utilizando o arcabouço teórico da seção 3.1, temos que as funções que 

representam a política são iguais a ܺ௧ஐ	ሺࢅ௧|ߠሻ, onde ࢅ௧ = ሼ ௧ܸ;  = ߠ ௧ିଵሽ eܣ

ሼμො୲୧, σෝ୲୧, ρො୲୧, ∀iሽ.	Seja zଵ o custo operativo médio calculado simulando a política 

operativa Ωଵ com séries geradas com os mesmos parâmetros estimados 

ሼμො୲୧, σෝ୲୧, ρො୲୧, ∀iሽ. 

 

5.1.1  

Cálculo da política operativa ótima considerando o impacto da 

incerteza dos parâmetros 

 

A seção 4.3.4.1 apresenta um método para produzir S séries sintéticas 

considerando a incerteza dos parâmetros, onde cada série é gerada a partir de um 

conjunto de possíveis parâmetros ߠ௦ ൌ ሾሼμො୲୧
ୱ , σෝ୲୧

ୱ , ρො୲୧
ୱ 	∀iሽ, s ൌ 1,… , Sሿ. Com este 

procedimento as séries geradas representam a distribuição de probabilidade 

conjunta dos estimadores da média, desvio padrão e coeficiente de correlação das 

vazões. Seja agora zଶ o custo operativo médio calculado simulando a política 

operativa Ωଵ com séries geradas com incerteza nos parâmetros. A diferença 
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entre	zଶ e zଵrepresenta o custo adicional para o sistema devido à incerteza dos 

parâmetros. 

Dado que qualquer um dos S vetores de parâmetros do conjunto 

ሾሼμො୲୧
ୱ , σෝ୲୧

ୱ , ρො୲୧
ୱ 	∀iሽ, s ൌ 1,… , Sሿ é igualmente plausível na metodologia apresentada, 

uma primeira alternativa para tornar o despacho hidrotérmico melhor protegido 

contra a incerteza dos parâmetros seria escolher o vetor de parâmetros que, ao ser 

representado na política, leva ao menor custo operativo quando a operação com 

todos os ܵ conjuntos de Sequência Netas é simulada. Ou seja, quando se 

representa a distribuição de probabilidade conjunta dos estimadores da média, 

desvio padrão e coeficiente de correlação das vazões. 

Em termos conceituais e seguindo o modelo de busca estocástica (3-7), este 

vetor de parâmetros ótimo ሼμො୲୧
∗ , σෝ୲୧

∗ , ρො୲୧
∗ 	∀iሽ poderia ser obtido por enumeração 

através do seguinte procedimento: 

Inicialize ݖଷ
∗ ൌ 	∞. 

Repita para ݏ	 ൌ 	1, . . . , ܵ 

Calcule a política operativa Ω௦ com o vetor de parâmetros ሼ̂ߤ௧௜
௦ , ො௧௜ߪ

௦ , ො௧௜ߩ
௦ 	∀݅ሽ 

Simule a operação para as séries geradas com incerteza nos parâmetros 

Seja zଷ
ୱ o custo operativo médio resultante. 

Se ݖଷ
௦ ൏ ଷݖ

∗, faça ݖଷ
∗	ݖଷ

௦;  .ݏ		"ótimo"ሻ	vetor	do	ሺíndice∗ݏ	

 

Observe que o vetor de parâmetros ሼμො୲୧, σෝ୲୧, ρො୲୧, ∀iሽ utilizado no cálculo da 

política Ωଵ do caso anterior, e que levou ao custo operativo médio zଶ, é um dos 

componentes do conjunto de parâmetros S. Dado que o procedimento acima 

selecionou o vetor de parâmetros referente à política Ω௦∗ que resultou no menor 

custo esperado, é possível afirmar que zଷ
∗ ൑ zଶ. A diferença ሺzଶ െ zଷ

∗ሻ representa a 

primeira estimativa do ganho operativo de se representar a incerteza dos 

parâmetros na política operativa. 

 

5.1.2  

Clusterização do conjunto de parâmetros 

 

O vetor de parâmetros ótimo ሼμො୲୧
∗ , σෝ୲୧

∗ , ρො୲୧
∗ 	∀iሽ obtido por enumeração envolve 

grande esforço computacional, uma vez que é necessário o cálculo de S políticas 
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operativas. Propõe-se nesta tese a utilização de técnicas de clusterização para 

agregar os vetores de parâmetros semelhantes. Uma dificuldade para a 

clusterização é a dimensionalidade do vetor de parâmetros. Por exemplo, se o 

número de hidrelétricas for ܫ	 ൌ 	100, teríamos 3 parâmetros por usina (média, 

desvio padrão e coeficiente de correlação) ൈ 100 usinas =300 dimensões.  

Para reduzir a dimensionalidade do vetor de parâmetros, propõe-se realizar a 

clusterização em termos da energia afluente ao sistema, utilizando-se a técnica do 

k-means [40]. Isto pode ser feito a partir das S sequências de afluências de N anos 

produzidas no passo 2 do procedimento apresentado na seção 4.3.4.1. Cada uma 

destas S sequências de afluências é transformada em um histórico de energias 

afluentes aplicando-se a seguinte equação: 

 

                            EAF୲
ୱ ൌ ∑ A୲୧

ୱ୍
୧ୀଵ ൈ ∑ η୧										∀t∀s୬∈ஓ౟    (5-1) 

Onde: 

EAF୲
ୱ energia afluente no estágio ݐ da sequência sintética histórica ݏ 

A୲୧
ୱ   vazão incremental à usina ݅ no estágio ݐ da sequência sintética histórica ݏ 

γ୧  conjunto composto da usina ݅ e de todas as usinas a jusante de ݅ 

 

Após a construção das s	 ൌ 	1, . . . , S séries sintéticas de energia natural 

afluente, o próximo passo consiste em estimar os parâmetros ሼμො୲ୣ
ୱ , σෝ୲ୣ

ୱ , ρො୲ୣ
ୱ ሽ de 

cada série. Aplica-se então um procedimento de clusterização ao conjunto de 

vetores de parâmetros ሾሼμො୲ୣ
ୱ , σෝ୲ୣ

ୱ , ρො୲ୣ
ୱ ሽ, s	 ൌ 	1, . . . , Sሿ. 

Seja M o número de clusters indexados por m	 ൌ 	1, . . . , M; e seja s୫ o 

índice do vetor de parâmetros que corresponde ao centroide de cada cluster 

m ൌ 1, . . . , M. O procedimento de enumeração para encontrar o vetor de 

parâmetros ótimo passa a ser: 
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Inicialize zସ
∗ ൌ 	∞ 

Repita para ݉	 ൌ 	1, . . . ,  ܯ

Calcule a política operativa Ω௠ com o vetor de parâmetros    

correspondente ao centroide do cluster ݉: ൛̂ߤ௧௜
௦೘, ො௧௜ߪ

௦೘, ො௧௜ߩ
௦೘	∀݅ൟ 

Simule a operação para as séries geradas com incerteza nos parâmetros 

Seja ݖସ
௠ o custo operativo médio resultante. 

Se ݖସ
௠ ൏ ସݖ

∗, faça ݖସ
∗	ݖସ

௦;  .ݏ		ótimoሻ	vetor	do	ሺíndice∗ݏ	

 

Como estamos analisando um subconjunto de M elementos do conjunto de S 

vetores de parâmetros, é de se esperar que zସ
∗ ൒ zଷ

∗. A subotimalidade do 

procedimento vai depender da efetividade do método de clusterização utilizado. 

 

5.2  

Representação da incerteza nos parâmetros na política operativa 

 

5.2.1  

Incorporação na Programação Dinâmica Estocástica (PDE) 

 

Observa-se, no entanto, que no procedimento de enumeração apresentado 

ainda há uma incoerência entre política e simulação: na política, um único vetor 

de parâmetros é utilizado, enquanto a simulação é realizada para as Sequências 

Netas. Neste trabalho apresenta-se uma proposta para usar a distribuição do vetor 

de parâmetros no cálculo da política. A proposta consiste em replicar o leque de L 

afluências para o estágio t ൅ 1 para cada um dos m ൌ 1, . . . , M vetores de 

parâmetros que correspondem aos centroides dos clusters calculados conforme o 

procedimento descrito anteriormente, conforme ilustrado na figura a seguir. 
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Figura 5-1 – Incorporação da incerteza nos parâmetros na política 

 

A formulação para o problema de despacho de um estágio é apresentada a 

seguir. 

௧ሺߙ ௧ܸ, ௧ሻܣ ൌ ෍	݊݅ܯ							 ௝ܿ݃௧௝

௃

௝ୀଵ

൅ ෍ ௠߱௧ାଵ݌
௠

ெ

௠ୀଵ

 

Sujeito a: 

(5-2)  

௧ܸାଵ,௜ ൌ 	 ௧ܸ௜ ൅ ௧௜ܣ െ ௧ܷ௜ െ ܵ௧௜ ൅ ෍ ሺ ௧ܷ௠ ൅ ܵ௧௠ሻ ∀݅
௠∈ெ೔

 (a) 

௧ܸାଵ,௜ ൑ ܸ௜			∀݅ (b) 

௧ܷ௜ ൑ ܷ௜					∀݅ (c) 

݃௧௝ ൑ ݃௝				∀݆ (d) 

෍ߟ௜ ௧ܷ௜

ூ

௜ୀଵ

൅෍݃௧௝

௃

௝ୀଵ

ൌ ݀௧ (e) 

ሺܣ௧ାଵ,௜
௠௟ െ ௧ାଵ,௜ߤ

௠ ሻ ௧ାଵ,௜ߪ
௠ൗ ൌ ௧ାଵ,௜ߩ

௠ ሺܣ௧௜ െ ௧௜ߤ
௠ሻ ௧௜ߪ

௠⁄ ൅ ඥ1 െ ௧ߩ
ଶ ௧௜ߦ

௟ ∀݉∀݈∀݅  (f) 

௧ାଵߙ
௟ ൫ ௧ܸାଵ,௜, ௧ାଵ,௜ܣ

௟ ൯ ൌ ௟ߙ 		∀݈∀݉ (g) 

߱௧ାଵ
௠ ൌ

1
ܮ
෍ߙ௧ାଵ

௠௟

௅

௜ୀଵ

 (h) 

 

Restrições (a) a (e) são as mesmas do problema (3-15). A novidade está na função 

objetivo e nas restrições (f) a (h). O conjunto de pesos ሼp୫,m ൌ 1,… ,Mሽ na soma 

das funções de custo futuro da função objetivo representa a fração dos S vetores 

de parâmetros que está em cada cluster m, isto é, p୫ ൌ S୫ S⁄ . Esta formulação faz 

com que o cálculo da política operativa represente a distribuição de probabilidade 

:	
problema	de	1	estágio	
abertura	1

*

*	

*

*

*	

*

t t

...
...Estado 1

Estado 2

Estado K

PDE Clássica
PDE com Incerteza
nos parâmetros
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conjunta dos parâmetros e, portanto, é coerente com as séries utilizadas na 

simulação. Em termos conceituais, a política ܺ௧ஐ	ሺ ௧ܻ|ߠሻ passa a considerar 

incerteza nos parâmetro ߠ. O Anexo 9 apresenta a metodologia para inserir a 

incerteza dos parâmetros no cálculo da política operativa da PDDE. 

 

5.2.2  

Exemplo – caso com incerteza nos parâmetros 

 

Apresenta-se a seguir um exemplo de aplicação da programação dinâmica 

estocástica com incerteza nos parâmetros para o mesmo problema de dois estágios 

da seção 3.4.3.1. As características do parque hidrotérmico e a demanda projetada 

para os dois meses são as mesmas. Assim como no exemplo anterior, os 

reservatórios iniciam vazios e a projeção de vazão para o primeiro mês é de 

29.200 m3. A diferença é que serão considerados 3 conjuntos equiprováveis de 

parâmetros do modelo estocástico, que resultam em 9 cenários de vazões 

equiprováveis para o segundo mês. O valor esperado da vazão projetada para o 

segundo mês continua sendo igual a 14.600 m3, mesmo valor do caso 

determinístico e do caso estocástico sem incerteza nas vazões. A Figura 5-2 

apresenta a árvore de cenários de vazão para o estágio t +1 considerando incerteza 

nos parâmetros. 

 

 

Figura 5-2 – Cenários de vazão para o estágio t +1 com incerteza nos parâmetros 
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A programação dinâmica estocástica foi aplicada a este problema de dois 

estágios através da discretização do reservatório da hidrelétrica em 7 estados. A 

Tabela 5-1 apresenta custo imediato, o valor esperado do custo futuro e o valor 

esperado do custo total para cada estado de armazenamento, considerando a 

política calculada com incerteza nos parâmetros. Observa-se que a operação ótima 

do sistema, considerando a discretização do armazenamento em 7 estados, ocorre 

quando o volume do reservatório termina o primeiro mês com 14.600 m3 e não 

com o volume  9.733 m3 como no caso sem incerteza nos parâmetros. O valor 

esperado do custo total ficou em 535 mil reais, valor 40% maior que o do caso 

sem incerteza nos parâmetros. 

 

Tabela 5-1 – Custo operativo para cada estado operativo – com incerteza nos 

parâmetros 

Volume 

Final 

(m3) 

Custo 

Imediato 

(k$) 

Valor 

Esperado do 

Custo  

Futuro 

(k$) 

Valor esperado 

do Custo  

Total 

(k$) 

0  0  1007  988 

4.867  39  721  746 

9.733  131  466  587 

14.600  277  265  535 

19.467  509  150  650 

24.333  995  89  1072 

29.200  1.482  58  1524 

 

A Figura 5-3 apresenta a função de custo futuro deste problema, construída 

a partir da interpolação dos custos obtidos da tabela anterior. Observa-se que não 

considerar a incerteza dos parâmetros no cálculo da política operativa aumenta em 

52 mil reais (10%) o custo operativo total esperado do sistema. 
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Figura 5-3 – Função de Custo Futuro – caso com incerteza nos parâmetros 

 

A  

Tabela 5-2 apresenta o valor esperado do despacho hidrotérmico ótimo do 

sistema. Observa-se que em valor esperado a termelétrica despacha na segunda 

etapa, aumento o custo operativo do sistema. 

 

Tabela 5-2 – Despacho Ótimo Esperado– Com incerteza dos parâmetros 

Unidade Ger. t =1 (MWh) Ger. t =2 (MWh)

T1 7.300 7.300

T2 10.950 4.056

T3 1.217 406

H1 9.733 24.739

Total 29.200 36.500

 

5.3 

Utilização da política com incerteza nos parâmetros na programação 

do despacho hidrotérmico 

 

Esta seção exemplifica como a política proposta nesta tese pode ser utilizada 

na programação do despacho hidrotérmico. Será utilizado como base o 
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procedimento utilizado no Setor Elétrico Brasileiro para a programação mensal da 

operação hidrotérmica, descrito a seguir. 

 

5.2.3  

Política operativa sem incerteza nos parâmetros 

 

A cada início de mês, o procedimento utilizado para a programação mensal 

da operação do Setor Elétrico Brasileiro consiste nas seguintes etapas: 

1. Estimação dos parâmetros do modelo PAR(p) com base no histórico 

de vazões validado (atualmente o período validado é de janeiro de 

1931 a dezembro de 2013) utilizando-se o procedimento descrito na 

seção 2.3; 

2. Geração do conjunto de séries sintéticas para o cálculo da política 

operativa com base na observação das vazões dos últilmos 6 meses; 

3. Geração do conjunto de séries sintéticas para o cálculo da simulação 

final do despacho hidrotérmico com base na observação das vazões 

dos últilmos 6 meses; 

4. Cálculo da política operativa sem incerteza nos parâmetros; 

5. Simulação final. 

 

Como o histórico de vazões validado é atualizado uma vez por ano, a primeira 

etapa precisa ser processada apenas após cada atualização. 

 

5.2.4  

Política operativa com incerteza nos parâmetros 

 

Apresenta-se a seguir as etapas da programação mensal da operação 

considerando a incerteza nos parâmetros: 

1. Estimação dos parâmetros do modelo PAR(p) com base no histórico 

de vazões validado (atualmente o período validado é de janeiro de 

1931 a dezembro de 2013), considerando incerteza nos parâmetros, 

conforme descrito na seção 4.3.4.1; 

2. Geração do conjunto de séries sintéticas para o cálculo da política 

operativa com base na observação das vazões dos últilmos 6 meses, 
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considerando incerteza nos parâmetros, conforme descrito na seção 

4.3.4.1; 

3. Geração do conjunto de séries sintéticas para o cálculo da simulação 

final do despacho hidrotérmico com base na observação das vazões 

dos últilmos 6 meses, considerando incerteza nos parâmetros, 

conforme descrito na seção 4.3.4.1; 

4. Cálculo da política operativa com incerteza dos parâmetros; 

5. Simulação final. 

 

Assim como no procedimento sem incerteza nos parâmetros, a primeira etapa 

precisa ser processada apenas após cada atualização do histórico validado de 

vazões. 
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6                                                                                        

POLÍTICA COM INCERTEZA NOS PARÂMETROS: ESTUDO 

DE CASO 

 

 

Finalmente, com base na metodologia descrita ao longo dos capítulos 

anteriores, neste capítulo será apresentado um estudo de caso. Apresenta-se 

primeiramente uma descrição do estudo de caso e na sequência análises do 

impacto da incerteza dos parâmetros para diferentes configurações de oferta e 

demanda e para históricos de vazões com tamanhos distintos. Por fim, apresenta-

se o resultado da política operativa considerando a incerteza nos parâmetros. 

 

6.1  

Descrição do caso de estudo 

 

6.1.1  

Modelagem dos cenários de vazão 

 

Conforme discutido na seção 4.1, o uso de modelos estocásticos para 

representar estes fenômenos está sujeito a três tipos principais de erros: (i) 

incerteza na escolha da distribuição de probabilidade; (ii) incerteza na escolha do 

modelo  e (iii) incerteza na estimação dos parâmetros. Para isolar o efeito dos dois 

primeiros tipos, utiliza-se nesta tese o método parental a partir de valores de 

população dos parâmetros do modelo estocástico, conforme descrito na seção 

4.3.4.2. No entanto, no processo de otimização estocástica ainda existem duas 

fontes adicionais de incerteza que dificultam a captura do impacto no despacho 

hidrotérmico apenas da incerteza dos parâmetros: a amostragem dos cenários 

hidrológicos e a convergência do algoritmo da programação dinâmica estocástica. 

Em outras palavras, aproximação da árvore de cenários de vazões realizada pela 

PDE também está sujeita também a uma incerteza.  

Para expurgar esta incerteza, as análises realizadas nesta tese consideram a 

representação completa da árvore de cenários, sendo os cenários hidrológicos 

visitados no cálculo da política os mesmos utilizados para a simulação final do 
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despacho hidrotérmico. Utilizou-se 2 cenários de vazão condicionados à etapa 

anterior ao longo de 12 meses para o cálculo da política estocástica da PDE e 212 

= 4096 cenários de vazão na simulação final. Em outras palavras, os parâmetros ܶ 

e ܵ da metodologia descrita na seção 4.3.4.2 são 12 e 4096, respectivamente. O 

horizonte de 12 meses foi escolhido de maneira ao problema ter uma amostra 

relevante de cenários de custo operativo e ser tratável computacionalmente. Para 

retirar a incerteza da amostragem dos cenários e garantir que os ruídos gaussianos 

possuem média zero e desvio padrão unitário, os cenários possuem ruídos 	ߦ௧ଵ	= +1 

e 	ߦ௧ଶ	= -1. A figura a seguir exemplifica a modelagem da árvore de cenários 

utilizada para um caso com 3 estágios.  

 

Figura 6-1 – Representação da árvore de cenários na PDE – exemplo com 3 estágios 

 

Por fim, a política operativa foi calculada considerando 50 estados 

discretizados do reservatório. 

   

6.1.2  

Parque gerador 

 

A abordagem proposta foi testada em um sistema com uma única 

hidrelétrica e 3 termelétricas, resultando em um parque com predominância 

hidrelétrica de 80%, valor similar ao do Brasil. As termelétricas possuem 

capacidade de 80 MW, 110 MW e 90 MW, e custo variável de 80 $/MWh, 30 

= +1

= ‐1

= +1

= ‐1

= +1

= ‐1
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$/MWh e 115 $/MWh, respectivamente. Apesar de simples, esta configuração 

busca sintetizar a essência do despacho hidrotérmico. As características físicas da 

hidrelétrica de Furnas, localizada na região sudeste do Brasil, no Rio Grande, 

foram utilizadas neste estudo de caso. A única alteração realizada foi a redução no 

volume útil da usina, com o objetivo de diminuir a capacidade de regularização do 

sistema e assim permitir o cálculo da política operativa compatível com o período 

de 12 meses da árvore de cenários hidrológicos. 

A carga de energia mensal utilizada foi de 496 GWh (680 MW médios). 

Esta carga foi considerada constante ao longo de todo horizonte do estudo e flat 

durante as horas do mês, ou seja, não foi considerada modelagem de sazonalidade 

e de demanda de ponta.  É apresentada uma sensibilidade da demanda no impacto 

da incerteza dos parâmetros no custo operativo do sistema. 

Foi utilizado custo de déficit de 1000 $/MWh e taxa de desconto de 8% a.a. 

em termos reais. 

A simulação é iniciada em Março, considera armazenamento inicial igual a 

20% do volume útil e vazão em Fevereiro igual à média histórica. A tabela a 

seguir apresenta as características da hidrelétrica. 

 

Tabela 6-1 – Características da hidrelétrica 

 Hidro

Capacidade (MW) 1147 

Máximo turbinamento (m3/s) 1479 

Coeficiente de produção médio (MW/m3/s) 0.783 

Nível de armazenamento min./máx (hm3) 20922/27540 

 

Conforme discutido na seção 4.3.4, com o objetivo de isolar os efeitos 

referentes à incerteza na escolha da distribuição de probabilidade e na ordem do 

modelo PAR(p), utilizou-se nesta tese o método Parental de geração de séries com 

incerteza nos parâmetros com base em valores teóricos dos valores de população. 

Para isso, construiu-se um histórico sintético de 40 anos (Sequência Mãe) de 

vazões para a hidrelétrica com base nos valores de população pré-definidos 

ሼߤ௧, ,௧ߪ ,௧ߩ ሽ do modelo PAR(1), conforme a tabela a seguir. 
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Tabela 6-2 – Parâmetros de população 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

μ	(m3/s)  1750 1700 1450 1000 750 620 500 420 410 510 710 1300 

σ	(m3/s) 600 600 600 350 250 250 250 250 250 250 320 460 

ρ 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 

 

A Tabela 6-3 apresenta os parâmetros amostrais ሼ̂ߤ௧, ,ො௧ߪ  ො௧ሽ estimados para aߩ

Sequência Mãe.  

 

Tabela 6-3 – Parâmetros amostrais da Sequência Mãe 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

μ	(m3/s)  1632	 1602	 1465	 1016 756 604 477 374 361 463 628	 1193	

σ	(m3/s) 460	 481	 451	 315 214 210 194 186 164 191 198	 346	

ρ 0.75	 0.79	 0.76	 0.80 0.70 0.75 0.70 0.76 0.69 0.68 0.64	 0.75	

 

A partir destes parâmetros amostrais, 4096 históricos de 40 anos foram 

gerados (Sequências Filhas) e seus parâmetros amostrais ሼ̂ߤ௧
௦, ො௜ߪ

௦, ො௧ߩ
௦; ݏ ൌ 1…ܵሽ 

foram clusterizados em 5 clusters ሼ̂ߤ௧
௠, ො௜ߪ

௠, ො௧ߩ
௠;݉ ൌ  ሽ utilizando a técnicaܯ…1

de k-means [40]. Como a simulação hidrotérmica foi realizada para o período de 

12 meses, a clusterização foi aplicada às vazões médias do período de março a 

fevereiro, com relação à média e ao desvio padrão dos 4096 históricos gerados. 

Em resumo, os parâmetros ܯ e ܰ da metodologia descrita na seção 5.1.2 

são 5 e 40, respectivamente. A Figura 6-2 apresenta ߤ e ߪ		das vazões médias de 

Março a Fevereiro (período do estudo) da Sequência Mãe, da Sequência Filha e os 

centroides dos clusters. Os pesos ݌ de cada cluster são, respectivamente,23,1%, 

20,7%, 27,4%, 18,5% e 10,3%. Observa-se que o cluster 4 é o que apresenta a 

menor vazão média. Já o cluster 5 é o que apresenta a maior média. 
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Figura 6-2 – Média e desvio-padrão das Sequências Filhas e dos centroides dos clusters 

 

6.2  

Resultados 

 

6.2.1  

Impacto da incerteza dos parâmetros 

 

6.2.1.1  

Caso Base 

 

Primeiramente a política operativa Ωଵ 	foi calculada para os parâmetros 

amostrais ሼ̂ߤ௧, ,ො௧ߪ  ො௧ሽ, procedimento que equivale à metodologia atual de despachoߩ

hidrotérmico. Em seguida esta política foi simulada para cada uma das séries 

geradas a partir dos clusters (Sequência Neta). Estas sequências seriam possíveis 

candidatas para os valores de população.  

A Figura 6-3 compara o valor presente do custo esperado (custo térmico 

mais custo de déficit) das simulações realizadas. Observa-se que, se os valores de 

população forem próximos ao centroide do cluster 4, os custos operativos reais 

são 41% maiores que os estimados. Por outro lado, para o cluster 5, os custos 

operativos reais seriam 29% menores do que os estimados. 
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Figura 6-3 – Valor presente do custo operativo total – sem incerteza dos parâmetros 

 

A figura a seguir apresenta a comparação do valor esperado dos CMOs para 

as simulações realizadas. Observa-se, como esperado, o mesmo comportamento 

do valor presente dos custos operativos. O valor nulo dos CMOs de fevereiro em 

todas a simulações de deve à condição de contorno da PDE, que considera FCF 

nula a partir deste mês. 

 

Figura 6-4 – Valor esperado do custo marginal de operação 

 

Apresentam-se análises de sensibilidade com relação à demanda do sistema 

e ao tamanho do histórico de vazões. 
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6.2.1.2  

Análise de sensibilidade: demanda 

 

As simulações anteriores foram repetidas considerando demandas iguais a 

70%, 80% e 90% da demanda original. A política operativa Ωଵ 	foi calculada para 

cada demanda e considerando os parâmetros amostrais ሼ̂ߤ௧, ,ො௧ߪ  ො௧ሽ e em seguidaߩ

cada política foi simulada para cada uma das séries geradas a partir dos clusters 

(Sequência Neta). A figura a seguir compara o valor presente do custo operativo 

esperado considerando a simulação final com a sequência mãe - parâmetros 

ሼ̂ߤ௧, ,ො௧ߪ  ො௧ሽ. Observa-se que uma redução de 30% da demanda reduz o custoߩ

operativo em 96%. Isto ocorre devido a não linearidade dos custos operativos 

termelétricos e do custo de déficit. 

 

Figura 6-5 – Impacto da demanda no valor presente do custo operativo 

 

Como era de se esperar, quanto menor a demanda do sistema menor o valor 

presente do custo operativo. A figura a seguir apresenta, para cada política  Ωଵ  

calculada para a respectiva demanda, uma comparação entre o custo operativo da 

simulação final considerando as vazões da sequência mãe e o custo operativo 

resultante das vazões geradas em cada um dos 5 clusters ሼ̂ߤ௧
௠, ො௜ߪ
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Figura 6-6 – Impacto da incerta dos parâmetros no custo operativo: sensibilidade na 

demanda 

 

Observa-se que apesar da demanda impactar significativamente o custo 

operativo do sistema, o impacto relativo da incerteza dos parâmetros não se altera 

significativamente. 

 

6.2.1.3  

Análise de sensibilidade: tamanho do histórico 

 

As simulações do caso base consideraram que o tamanho do histórico é 

igual a 40 anos. As análise foram repetidas considerando tamanhos do histórico 

iguais a 10 anos e 20 anos. O primeiro passo foi gerar 4096 históricos de 10 e 20 

anos (Sequências Filhas) e seus parâmetros amostrais ሼ̂ߤ௧
௦, ො௜ߪ

௦, ො௧ߩ
௦; ݏ ൌ 1…ܵሽ 

foram clusterizados em 5 clusters ሼ̂ߤ௧
௠, ො௜ߪ

௠, ො௧ߩ
௠;݉ ൌ  ሽ. A figura abaixoܯ…1

apresenta para cada um dos casos analisados ߤ e ߪ		das vazões médias de Março a 

Fevereiro (período do estudo) da Sequência Mãe, da Sequência Filha e os 

centroides dos clusters. Observa-se que o cluster 4 é o que apresenta a menor 

vazão média. Já o cluster 5 é o que apresenta a maior média. 
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Histórico de 40 anos 

 

Histórico de 20 anos 

 

Histórico de 10 anos 

 
Figura 6-7 – Média e desvio-padrão das Sequências Filhas e dos centroides dos clusters 

– sensibilidade no tamanho do histórico 

 

Observa-se que quanto menor o tamanho do histórico maior a dispersão 

entre os parâmetros das séries filhas, ou seja, maior a incerteza dos parâmetros, 

como era de se esperar. 
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A política operativa Ωଵ 	foi calculada para cada conjunto de parâmetros 

amostrais ሼ̂ߤ௧, ,ො௧ߪ  ො௧ሽ e em seguida cada política foi simulada para cada uma dasߩ

séries geradas a partir dos clusters (Sequência Neta).  A figura a seguir apresenta, 

para cada política Ωଵ  calculada uma comparação entre o custo operativo da 

simulação final considerando as vazões da sequência mãe e o custo operativo 

resultante das vazões geradas em cada um dos 5 clusters ሼ̂ߤ௧
௠, ො௜ߪ

௠, ො௧ߩ
௠;݉ ൌ

1…5ሽ. 

 

Figura 6-8 – Impacto da incerta dos parâmetros no custo operativo: sensibilidade no 

tamanho do histórico 

 

Observa-se que quanto menor o tamanho do histórico maior o impacto da 

incerteza dos parâmetros. 

 

6.2.2  

Política operativa que minimiza o custo operativo médio 

 

Voltamos agora para as análises do Caso Base. O custo médio resultante da 

ponderação do custo operativo de cada cluster da Figura 6-3, ponderado pelo seu 

respectivo peso ݌, representa o custo esperado da operação do despacho 

hidrotérmico simulada com incerteza nos parâmetros, pois esta simulação 

representa conjuntamente a incerteza nos parâmetros e a incerteza nas vazões. 

Este custo ponderado resulta em $ 40,0 milhões, valor 5,1% menor do que a 

simulação realizada com séries geradas sem incerteza nos parâmetros. No entanto, 
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isto não significa que a política Ωଵ  calculada sem incerteza nos parâmetros é 

ótima para o sistema, pois pode haver uma política operativa construída com outro 

conjunto de parâmetros que resulte em um custo operativo menor. 

Para ilustrar esta afirmação, as políticas operativas Ω௠  foram calculadas 

para cada cluster m, com o objetivo de identificar aquela que minimiza o custo 

operativo da simulação final com incerteza nos parâmetros. Após o cálculo das 

políticas operativas Ω௠ , cada uma foi simulada com os conjuntos de séries dos 5 

clusters, e o resultado final é obtido ponderando o custo operativo de cada cluster 

pelo seu respectivo peso. A figura a seguir compara o valor presente do custo 

esperado (custo térmico mais custo de déficit) da política Ωଵ  com as políticas 

Ω௠ , todas simuladas com incerteza nos parâmetros. Observa-se que nenhuma 

política Ω௠  teve melhor performance que Ωଵ  quando se simula o sistema com 

incerteza nos parâmetros (média ponderada do resultado da simulação final para 

cada cluster). A política Ωସ  apresentou custo operativo 30,4% maior. 

 

Figura 6-9 – Valor presente do custo operativo total com incerteza nos parâmetros – 

política calculada para cada cluster 

 

6.2.3  

Política operativa com incerteza dos parâmetros 

 

A política operativa foi então recalculada considerando incerteza nos 

parâmetros a partir de ሼ̂ߤ௧
௠, ො௜ߪ

௠, ො௧ߩ
௠ሽ e em seguida simulada com cada uma das 

séries geradas a partir dos clusters (Sequências Neta), sendo o resultado final 

obtido ponderando o custo operativo de cada cluster pelo seu respectivo peso. A 

40.0 40.2 40.2 40.0

52.1

40.0

Sequência
Mãe

Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4 Cluster 5

$
 m

ilh
õ
e
s

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021510/CA



 
6. Política com Incerteza nos Parâmetros: Estudo de Caso  

   

 

 
106

figura a seguir apresenta a comparação do valor esperado dos CMOs para as 

simulações realizadas. Observa-se que os CMOs resultantes da política com 

incerteza nos parâmetros são mais bem comportados. 

 

 
Figura 6-10 – Valor esperado do custo marginal de operação 

 

A figura a seguir compara o valor presente do custo esperado (custo térmico 

mais custo de déficit). 

 

Figura 6-11 - Valor presente do custo operativo total com incerteza nos parâmetros – 

política calculada considerando a incerteza nos parâmetros 

 

Observa-se que a incorporação da incerteza dos parâmetros no cálculo da 

política operativa reduziu os custos operativos em 7,7% com relação à política 

original Ωଵ , calculada sem incerteza nos parâmetros. Ou seja, considerando os 5 
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candidatos para valores de população, a política com incerteza é a que minimiza o 

custo operativo esperado. No entanto, existe apenas um conjunto de parâmetros 

populacionais. Qual a política que está melhor preparada para estes possíveis 

valores populacionais?  

 

6.2.4  

Política operativa ótima considerando a incerteza dos parâmetros 

 

Um aspecto interessante das simulações com incerteza nos parâmetros é que 

qualquer vetor de parâmetros pode representar os valores de população. Sendo 

assim, uma política ótima é aquela que apresenta o melhor comportamento frente 

aos possíveis valores de população dos parâmetros. 

Com o objetivo de analisar a otimalidade da política operativa proposta 

neste trabalho, calculou-se uma política operativa para cada cluster e realizou-se 

uma simulação final para cada m Sequências Netas. Este procedimento é 

equivalente à busca estocástica descrita na seção 3.1.3. A  

Tabela 6-4 apresenta a matriz com os resultados. A última coluna mostra o 

custo operativo médio ponderado pelas probabilidades ݌௠. 

 

Tabela 6-4 – Matriz de custos operativos ($ milhões) 

 

Observa-se que para todos os clusters simulados a política ótima é aquela 

calculada considerando os parâmetros do próprio cluster, como era de se esperar. 

Estes custos operativos serão considerados o benchmark para cada cluster. A 

tabela a seguir apresenta a diferença percentual do custo operativo de cada política 

para o benchmark.  

 

Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4 Cluster 5 Média

Cluster 1 36.6 39.9 33.3 60.3 30.6 40.2

Cluster 2 36.9 39.9 33.3 60.3 30.6 40.2

Cluster 3 37.0 40.2 32.6 59.8 30.2 40.0

Cluster 4 49.3 51.4 49.1 59.6 54.4 52.1

Cluster 5 37.0 40.3 32.7 59.8 30.0 40.0

Sequência Mãe 36.8 39.9 32.8 59.9 30.4 40.0

Incerteza parâmetros 36.8 40.0 32.6 59.7 30.1 36.9

Simulação final

P
o
lít
ic
a
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Tabela 6-5 – Diferença para o custo operativo ótimo 

 

 

Analisando as colunas da tabela, observa-se que a política com incerteza nos 

parâmetros está entre a segunda e a quarta melhor, das sete políticas utilizadas. 

Analisando a linhas da tabela observa que o máximo arrependimento (maior 

desvio com relação ao ótimo) da política com incerteza nos parâmetros foi de 

0,6%, enquanto nas outras políticas o máximo arrependimento é superior a 1,1% 

chegando a 81,4% na política ષ૝ . Conclui-se, portanto, que a política com 

incerteza nos parâmetros é que minimiza o valor esperado do custo operativo 

considerando a incerteza dos parâmetros e a que minimiza o máximo 

arrependimento, analisando como possibilidades de valores populacionais os 5 

clusters analisados. 

 

Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4 Cluster 5

Cluster 1 0.0% 0.2% 2.3% 1.2% 2.1%

Cluster 2 0.6% 0.0% 2.2% 1.2% 2.1%

Cluster 3 1.1% 0.8% 0.0% 0.5% 0.8%

Cluster 4 34.5% 29.1% 50.8% 0.0% 81.4%

Cluster 5 0.9% 1.1% 0.4% 0.4% 0.0%

Sequência Mãe 0.5% 0.2% 0.6% 0.5% 1.5%

Incerteza parâmetros 0.6% 0.4% 0.0% 0.2% 0.5%

Simulação final
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o
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a
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7                                                                                  

CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 

 

 

7.1  

Conclusões 

 

Técnicas de otimização baseadas nos modelos PAR(p) têm sido aplicadas 

com sucesso em modelos de despacho hidrotérmico reais em todo o mundo. Em 

todas aplicações, a estimativa dos parâmetros do PAR(p) está baseada no histórico 

de dados disponível. No entanto, nota-se que os próprios estimadores estão 

sujeitos à variabilidade, uma vez que estes também são funções de um fenômeno 

aleatório. Isto significa que, adicionalmente à incerteza das vazões, existe também 

incerteza nos parâmetros estatísticos que não é capturada nos modelos PAR(p) 

tradicionais. A existência desta incerteza nos parâmetros significa que há um risco 

da política operativa hidrotérmica planejada não ser ótima, levando a maiores 

custos operativos. Por exemplo, aplicando a técnica de bootstrap no histórico de 

vazões de 1931-2009 para gerar séries sintéticas de vazões com incerteza dos 

parâmetros (e neste caso na estrutura do modelo PAR(p)), mostra que um sistema 

planejado para risco de déficit de 3% possui 25% de probabilidade de estar com a 

segurança de suprimento subestimado. Cabe ressaltar que esta análise é uma 

subestimativa do impacto da incerteza dos parâmetros, uma vez que o processo de 

reamostragem considerou independência entre as vazões anuais, o que não é fato 

estilizado das vazões no Brasil. 

Neste trabalho o impacto da incerteza dos parâmetros do modelo PAR(p) foi 

quantificado em um sistema de menor porte, em um contexto de solução de 

problema de despacho hidrotérmico estocástico, e seu tratamento foi proposto 

através do aprimoramento da FCF. Foi mostrado que a incerteza dos parâmetros 

tem impacto significativo nos custos operativos do sistema e que a incorporação 

deste fenômeno no cálculo da política permite uma redução de 7% nos custos 

operativos. Por fim, mostrou-se que a política operativa proposta é a que leva ao 

menor   custo   operativo   médio para o sistema e a que minimiza o máximo 

arrependimento.                                                                                                                                           
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O trabalho mostrou que, apesar da relação entre oferta e demanda do 

sistema impactar significativamente o seu custo operativo, o aumento do 

desequilíbrio estrutural não afeta significativamente o impacto relativo da 

incerteza dos parâmetros.  Foi constatado também que quanto maior o histórico de 

vazões menor o impacto da incerteza dos parâmetros. Este aspecto é muito 

importante para o Setor Elétrico Brasileiro, uma vez que muitos postos de vazões 

possuem histórico de vazões menores que 40 anos. 

 

7.2  

Trabalhos futuros 

 

Como extensões e trabalhos futuros, sugere-se: 

 Aplicação do modelo proposta na PDDE. O anexo 8 apresenta a 

formulação para esta aplicação;  

 Analisar a otimização dos pesos dos centroides ao invés utilizar as os 

pesos ݌௠ obtidos da clusterização. Conforme discutido na seção 3.1.3, 

pode ser interessante que o processo de estimação dos parâmetros (no 

caso os pesos ݌௠) seja realizado conjuntamente com a otimização 

estocástica. O anexo 9 apresenta uma proposta de formulação para 

esta otimização; 

 Analisar o comportamento da incerteza dos parâmetros em uma 

política operativa considerando aversão ao risco. É possível que haja 

um viés para dar maior peso para clusters que possuem séries mais 

secas; 

 Analisar o problema da incerteza do parâmetros sob a ótica de 

otimização robusta; 

 Analisar o comportamento da incerteza dos parâmetros para os 

modelos multivariados, considerando também a incerteza na 

correlação espacial. 

Por fim, ressalta-se que, apesar de, por limitação computacional, a aplicação 

da metodologia desenvolvida nesta tese para o cálculo de uma política que 

considera a incerteza dos parâmetros não ser viável em sistemas de grande porte, 
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como é o caso do Setor Elétrico Brasileiro, o trabalho serve como base e ponto de 

partida para discussões sobre a melhoria dos modelos de otimização estocástica 

para despacho hidrotérmico. Porém, isto não impede que as simulações finais dos 

estudos de planejamento da operação e da expansão sejam realizadas 

considerando esta incerteza, com o objetivo de: (i) diagnosticar de maneira mais 

precisa a situação da segurança de suprimento de sistemas hidrotérmicos; (ii) 

projetar a evolução do despacho hidrotérmico; (iii) projetar a evolução dos preços 

de energia no mercado de curto prazo. 
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Anexo – Trabalhos futuros: modelagem da incerteza dos 

parâmetros na PDDE 

 

 

9.1  

Programação Dinâmica Dual Estocástica (PDDE) 

 

A PDE tem sido amplamente utilizada para determinar o despacho 

hidrotérmico. A limitação da metodologia é a necessidade de enumerar todas as 

combinações de estados operativos, o que significa que o tamanho do problema 

cresce exponencialmente com o número de usinas com reservatório e com o 

número de afluências anteriores. Por exemplo, considerando 10 estados de 

armazenamento, dependência temporal de ordem 6 – PAR(6), 20 aberturas e 4 

usinas com reservatório, o espaço de estados possui dimensão 104*206, o que é 

intratável computacionalmente. 

Existem técnicas para acelerar a metodologia da PDE, como, por exemplo, a 

utilização do algoritmo de feixos convexos descrito em [114], mas normalmente 

as aplicações envolvem sistemas com poucos reservatórios e sem dependência 

temporal. 

Uma técnica utilizada em alguns países para reduzir a dimensionalidade do 

problema é a modelagem do sistema através da agregação de usinas de uma 

mesma bacia hidrográfica ou de um mesmo subsistema elétrico em uma usina 

equivalente, que representa a capacidade energética agregada do conjunto de 

usinas. No caso do Sistema Elétrico Brasileiro, por exemplo, as 120 hidrelétricas 

são agregadas em 4 usinas equivalentes, uma para cada subsistema 

(Sudeste/Centro-oeste, Sul, Nordeste e Norte). Para uma discussão sobre a 

agregação por subsistema comparada com agregação por bacia hidrológica ver 

[112]. 

Uma abordagem alternativa para a redução da dimensionalidade do 

problema surgiu em 1985 com a Programação Dinâmica Dual Estocástica 

[4][18][19]. Esta metodologia utiliza a técnica da decomposição de Benders 

[20][21] para aproximar a função de custo futuro através das variáveis duais da 
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restrição de balanço hídrico, ou seja, do valor da água ߨ௛ da restrição (3-15)b. Em 

outras palavras, a interpolação dos estados visitados é realizada através de uma 

função linear por partes, onde a inclinação de cada reta é o ߨ௛. Como resultado, a 

PDDE não requer que todos os estados sejam visitados, reduzindo assim 

dimensionalidade do problema. 

O procedimento da PDDE está ilustrado na Figura 9-1. Após o cálculo do 

custo operativo do despacho de 1 estágio para um dado estado, calcula-se um 

segmento de reta cuja inclinação é  o ߨ௛. Sendo mais preciso, devido à 

característica estocástica do problema, o custo operativo é obtido pelo valor 

esperado dos custos das aberturas e a inclinação da reta é a média dos valores da 

água do problema resolvido em cada abertura. 

 

1 2 T-1 T
custo

custo operativo esperado

tangente  = derivada
    do custo operativo

com relação ao armazen.

 
Figura 9-1 – Cálculo do primeiro segmento da FCF por PDDE 

 

Em seguida o processo de cálculo do custo operativo e das tangentes da 

superfície de custo futuro é repetido para cada estado de armazenamento no 

estágio T. O resultado final é uma superfície linear por partes, que representa a FCF 

T(vT) para o estágio T-1, como mostrado na Figura 9-2. 

 

1 2 T-1 T
costo

Superfície linear por partes
para o estágio T-1

 

Figura 9-2 – FCF Linear por partes para o Estágio T-1 

 

Matematicamente, a representação da FCF como linear por partes equivale a 

incluir as seguintes restrições no problema (3-15), também conhecidas como 

cortes de Benders: 
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ା૚࢚ࢻ
࢒ ൒ ∑ ࢏,ା૚࢚,ࢎ࣊

࢖ ሺ࢚ࢂା૚,࢏
ࡵ
ୀ૚࢏ ൅ ࢏,ା૚࢚࡭

࢒ ሻ ൅ ା૚࢚ࢾ
࢖  (9-1)    ࢖∀࢒∀			

 

9.2  

Incorporação da incerteza dos parâmetros na Programação Dinâmica 

Dual Estocástica (PDDE) 

 

A formulação proposta neste trabalho também pode ser incorporada na 

Programação Dinâmica Dual Estocástica. Para isso basta replicar os cortes de 

Benders da função de custo futuro para cada ݉ modelo estocástico utilizado. 

Apresenta-se abaixo a formulação da PDDE de 1 estágio com incerteza nos 

parâmetros. A equação (9-2) (i) substitui a equação (8-1) da formulação original. 

 

௧ሺߙ ௧ܸ, ௧ሻܣ ൌ ෍	݊݅ܯ							 ௝ܿ݃௧௝

௃

௝ୀଵ

൅ ෍ ௠߱௧ାଵ݌
௠

ெ

௠ୀଵ

 

Sujeito a: 

(9-2)  

௧ܸାଵ,௜ ൌ 	 ௧ܸ௜ ൅ ௧௜ܣ െ ௧ܷ௜ െ ܵ௧௜ ൅ ෍ ሺ ௧ܷ௠ ൅ ܵ௧௠ሻ ∀݅
௠∈ெ೔

 (a) 

௧ܸାଵ,௜ ൑ ܸ௜			∀݅ (b) 

௧ܷ௜ ൑ ܷ௜					∀݅ (c) 

݃௧௝ ൑ ݃௝				∀݆ (d) 

෍ߟ௜ ௧ܷ௜

ூ

௜ୀଵ

൅෍݃௧௝

௃

௝ୀଵ

ൌ ݀௧ (e) 

ሺܣ௧ାଵ,௜
௠௟ െ ௧ାଵ,௜ߤ

௠ ሻ ௧ାଵ,௜ߪ
௠ൗ ൌ ௧ାଵ,௜ߩ

௠ ሺܣ௧௜ െ ௧௜ߤ
௠ሻ ௧௜ߪ

௠⁄ ൅ ඥ1 െ ௧ߩ
ଶ ௧௜ߦ

௟ ∀݉∀݈∀݅  (f) 

௧ାଵߙ
௟ ൫ ௧ܸାଵ,௜, ௧ାଵ,௜ܣ

௟ ൯ ൌ ௟ߙ 		∀݈∀݉ (g) 

߱௧ାଵ
௠ ൌ

1
ܮ
෍ߙ௧ାଵ

௠௟

௅

௜ୀଵ

 (h) 

௧ାଵߙ
௠௟ ൒෍ߨ௛,௧ାଵ,௜

௣ ሺ ௧ܸାଵ,௜

ூ

௜ୀଵ

൅ ௧ାଵ,௜ܣ
௠௟ ሻ ൅ ௧ାଵߜ

௣  (i) ݌∀݈∀
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10                                                                                              

Anexo – Trabalhos futuros: otimização dos pesos dos 

"clusters" de modelos estocásticos 

 

Conforme discutido na seção 5.2, no problema (9-2) as funções de custo 

futuro ߱௧ାଵ
௠  de cada modelo estocástico são ponderadas na função objetivo pelo 

peso p୫ de cada cluster. Apresenta-se neste anexo uma formulação para otimizar 

estes pesos com o objetivo de reduzir o custo operativo do sistema. 

 

10.1  

Otimização dos pesos dos “clusters” 

 

Esta abordagem tem como  objetivo minሼ୮ౣሽ zሺሼp୫ሽሻ, onde z é o valor 

ótimo do custo operativo quando se calcula a política para os M modelos 

estocásticos de vazões. Propõe-se a utilização de um esquema de decomposição 

de Benders [20][21] em dois estágios, onde primeiramente é tomada a decisão do 

conjunto de M pesos candidatos e em seguida calcula-se a política operativa e a 

simulação final do sistema, gerando-se cortes para a primeira etapa. A abordagem 

é similar à utilização de cortes de Benders para resolver o problema da expansão 

da geração [105]. No primeiro estágio deste problema define-se um conjunto de 

candidatos para a expansão (módulo de investimento), e no segundo estágio a 

política e a simulação final são realizadas para gerar cortes para o módulo de 

investimento.  

A otimização dos pesos dos clusters permite identificar se há reduções no 

custo operativo do sistema quando aumenta-se, por exemplo, a importância dos 

cenários de vazão mais severos. 

 

10.2  

Não-convexidade da função objetivo 

 

Seja ݂ሺݔሻ uma função convexa em ሺݔሻ e ܺ um conjunto convexo ߜሺݔሻ ൅

ሺ1 െ  :ሻ é dita convexa seݔሻ. Nesta caso a funçao ݂ሺݔሻሺߜ

ଵሻݔሺ݂ߜ ൅ ሺ1 െ ଶሻݔሻ݂ሺߜ ൒ 	݂ሺݔߜଵ ൅ ሺ1 െ  ଶሻݔሻߜ
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A aplicação da técnica de decomposição de Benders, que é uma 

extrapolação linear nos pontos de interesse de uma função,  exige convexidade da 

função objetivo. Isto ocorre porque a utilização de variáveis duais de problemas 

não-convexos para realizar extrapolações lineares podem resultar em hiperplanos 

que cortam a região viável do problema, tornando o problema subótimo. 

Apesar da função objetivo ser convexa com relação a parâmetros no lado 

direito das restrições, como é o caso de V୲ e A୲ିଵ, ela é côncava com relação aos 

pesos ሼp୫ሽ na função objetivo. 

α୲ሺV୲, A୲ሻ ൌ 							Min	෍c୨g୲୨

୎

୨ୀଵ

൅ ෍ p୫ω୲ାଵ
୫

୑

୫ୀଵ

 

Além disto, cada peso p୫ multiplica uma variável de decisão, ω୲ାଵ
୫ , e este 

produto é não convexo. 

A proposta nesta tese é levar ሼp୫ሽ para o lado direito das restrições e 

transformar os produtos em somas. Isto é feito da seguinte maneira: 

 Represente cada produto p୫ω୲ାଵ
୫  por uma nova variável z୲ାଵ,୫. 

 Adicione as seguintes equações: y୫ ൌ p୫, onde y୫ é uma nova 

variável escalar. 

 Adicione as seguintes equações: z୲ାଵ,୫ ൌ ω୲ାଵ
୫ ൈ y୫. 

O problema modificado é mostrado a seguir: 

α୲ሺV୲, A୲ିଵሻ ൌ Min ෍c୨g୲୨

୎

୨ୀଵ

൅ ෍ z୲ାଵ,୫

୑

୫ୀଵ

 

Sujeito a: 

(10-1)  

௧ܸାଵ,௜ ൌ 	 ௧ܸ௜ ൅ ௧௜ܣ െ ௧ܷ௜ െ ܵ௧௜ ൅ ෍ ሺ ௧ܷ௠ ൅ ܵ௧௠ሻ ∀݅
௠∈ெ೔

 (a) 

௧ܸାଵ,௜ ൑ ܸ௜			∀݅ (b) 

௧ܷ௜ ൑ ܷ௜					∀݅ (c) 

݃௧௝ ൑ ݃௝				∀݆ (d) 

෍ߟ௜ ௧ܷ௜

ூ

௜ୀଵ

൅෍݃௧௝

௃

௝ୀଵ

ൌ ݀௧ (e) 
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ሺܣ௧ାଵ,௜
௠௟ െ ௧ାଵ,௜ߤ

௠ ሻ ௧ାଵ,௜ߪ
௠ൗ ൌ ௧ାଵ,௜ߩ

௠ ሺܣ௧௜ െ ௧௜ߤ
௠ሻ ௧௜ߪ

௠⁄ ൅ ඥ1 െ ௧ߩ
ଶ ௧௜ߦ

௟ ∀݉∀݈∀݅  (f) 

௧ାଵߙ
௟ ൫ ௧ܸାଵ,௜, ௧ାଵ,௜ܣ

௟ ൯ ൌ ௟ߙ 		∀݈∀݉ (g) 

߱௧ାଵ
௠ ൌ

1
ܮ
෍ߙ௧ାଵ

௠௟

௅

௜ୀଵ

 (h) 

y୫ ൌ p୫		∀݉	 

 
(i) 

z୲ାଵ,୫ ൌ ω୲ାଵ
୫ ൈ y୫ 					∀݉ (j) 

 

 

Observa-se que p୫ está do lado direito de uma equação linear. Portanto, o 

valor ótimo da função objetivo será uma função convexa dos custos operativos, 

como desejado. Observa-se também que o “preço” desta transformação foi 

introduzir um produto de variáveis nas restrições, z୲ାଵ,୫ ൌ ω୲ାଵ
୫ ൈ y୫. 

 

10.3  

Alternativas para convexificação da função objetivo 

 

Apresenta-se a seguir duas alternativas para a convexificação da função 

objetivo. 

 

10.3.1  

McCormick 

 

A primeira alternativa é a substituição da função não-convexa pelo modelo 

de envelope de McCormick [106] com a inclusão das seguintes restrições no 

problema (10-1): 

z୲ାଵ,୫ ൒ ω୲ାଵ
୫ . p୫ ൅ ω୲ାଵ

୫ . y୫ െ ω୲ାଵ
୫ . p୫						∀݉ 

z୲ାଵ,୫ ൒ ω୲ାଵ
୫ . p୫ ൅ ω୲ାଵ

୫ . y୫ െ ω୲ାଵ
୫ . p୫						∀݉ 

z୲ାଵ,୫ ൑ ω୲ାଵ
୫ . p୫ ൅ ω୲ାଵ

୫ . y୫ െ ω୲ାଵ
୫ . p୫						∀݉ 

z୲ାଵ,୫ ൑ ω୲ାଵ
୫ . p୫ ൅ ω୲ାଵ

୫ . y୫ െ ω୲ାଵ
୫ . p୫						∀݉ 

Onde ቂp୫, p୫ቃ é o intervalo de variação do peso m. 
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10.3.2  

Transformação logarítmica 

 

A segunda alternativa consiste em utilizar os multiplicadores de Lagrange 

das equações ሼy୫ ൌ p୫ሽ e representar os produtos z୲ାଵ,୫ ൌ ω୲ାଵ
୫ ൈ y୫ por 

variáveis inteiras. Apresenta-se a seguir a formulação resultante. 

L୲ାଵሺV୲, A୲ିଵ, λሻ ൌ Min	෍c୨g୲୨

୎

୨ୀଵ

൅ ෍ z୲ାଵ,୫

୑

୫ୀଵ

൅ ෍λ୫ሺy୫ െ p୫ሻ

୎

୨ୀଵ

 

Sujeito a: 

(10-2)  

௧ܸାଵ,௜ ൌ 	 ௧ܸ௜ ൅ ௧௜ܣ െ ௧ܷ௜ െ ܵ௧௜ ൅ ෍ ሺ ௧ܷ௠ ൅ ܵ௧௠ሻ ∀݅
௠∈ெ೔

 (a) 

௧ܸାଵ,௜ ൑ ܸ௜			∀݅ (b) 

௧ܷ௜ ൑ ܷ௜					∀݅ (c) 

݃௧௝ ൑ ݃௝				∀݆ (d) 

෍ߟ௜ ௧ܷ௜

ூ

௜ୀଵ

൅෍݃௧௝

௃

௝ୀଵ

ൌ ݀௧ (e) 

ሺܣ௧ାଵ,௜
௠௟ െ ௧ାଵ,௜ߤ

௠ ሻ ௧ାଵ,௜ߪ
௠ൗ ൌ ௧ାଵ,௜ߩ

௠ ሺܣ௧௜ െ ௧௜ߤ
௠ሻ ௧௜ߪ

௠⁄ ൅ ඥ1 െ ௧ߩ
ଶ ௧௜ߦ

௟ ∀݉∀݈∀݅  (f) 

௧ାଵߙ
௟ ൫ ௧ܸାଵ,௜, ௧ାଵ,௜ܣ

௟ ൯ ൌ ௟ߙ 		∀݈∀݉ (g) 

߱௧ାଵ
௠ ൌ

1
ܮ
෍ߙ௧ାଵ

௠௟

௅

௜ୀଵ

 (h) 

log	ሺz୲ାଵ,୫ሻ ൌ log	ሺω୲ାଵ
୫ ሻ ൅ 	log	ሺy୫ሻ ∀m (i) 

 

As funções logarítmicas da restrição (10-2)(i) podem ser aproximadas por 

funções côncavas lineares por parte com a introdução de variáveis inteiras 

binárias, conforme descrito em [107]. Desta maneira o problema passa a ser de 

programação mixta (linear-inteira). 
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