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Resumo da Dissertacdo apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obten¢ao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

INVESTIMENTOS NO MERCADO DE PETROLEO: UMA ABORDAGEM
UTILIZANDO MODELOS DE MARKOV OCULTOS

Edmundo Griine de Souza e Silva

Margo,/2009

Orientador: Luiz Fernando Loureiro Legey

Programa: Planejamento Energético

O preco do petroleo é influenciado por uma enorme quantidade de fatores, cujas
caracteristicas, muitas vezes extremamente complexas, tornam sua previsao por fun-
damentos uma tarefa bastante complicada. Uma forma alternativa de se tentar fazer
esta previsao é através de modelos de séries temporais, os quais, observando ape-
nas seu comportamento passado, tentam inferir seu comportamento futuro. Nesta
dissertacao, investigamos a capacidade de um modelo de séries temporais nao li-
near, conhecido como Modelo de Markov Oculto (HMM), em prever movimentos
futuros do preco do petréleo. Tomando-o como base, elaboramos uma metodolo-
gia de previsao que consiste em, basicamente, duas etapas. Na primeira, devido
a intensa volatilidade intrinseca, suavizamos a série de precos utilizando Wavelets.
Em seguida, utilizamos o HMM para prever a distribuicao probabilistica da varia-
¢ao acumulada pelo preco, ao final de uma janela futura de F' dias. A partir desta
distribuicao, inferimos a direcao futura do preco. Nossos resultados sugerem que o
Modelo de Markov Oculto pode ser uma interessante ferramenta de auxilio a tomada

de decisao de investimentos por participantes do mercado de petroleo.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

INVESTMENT IN THE CRUDE OIL MARKET: AN APPROACH USING
HIDDEN MARKOV MODELS

Edmundo Griine de Souza e Silva

March /2009

Advisor: Luiz Fernando Loureiro Legey

Department: Energy Planning

The price of crude oil is determined by a large quantity of factors, most of which
have very complex characteristics. For this reason, its forecasting by fundamentals
is a very difficult task. An alternative way to build such a forecast is to use a time
series approach, in which its past behavior is observed and used to predict future
movements. In this thesis, we investigate the capability of a nonlinear time series
model, know as hidden Markov model (HMM), to predict future crude oil price
movements. Using a HMM, we develop a forecasting methodology that consists of,
basically, two steps. First, due to the high volatility observed, we use Wavelets to
smooth the price series, removing its noise. Then, the HMM is used to forecast the
probability distribution of the price return at the end of the next F' days. Finally,
from this distribution, we guess the future direction of prices. Our results indicate
that the hidden Markov model might be an interesting auxiliary decision tool for

the participants of the crude oil market.
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(Glossario

ANN
AR
ARIMA

ARMA

CCDF

CWT

DWT
EM

FWT
GARCH
HMM
MMV
MSE
OECD

OPEP
PH
RW

Rede neural artificial (Artificial Neural Network).

Modelo auto-regressivo (Autoregressive model).

Modelo auto-regressivo integrado de médias moveis (Autoregressive
Integrated Moving Average model).

Modelo auto-regressivo e de médias moveis (Autoregressive Moving
Average model).

Funcao de distribuigdo acumulada complementar (Complementary
Cumulative Distribution Function).

Transformada continua de wavelets (Continuous Wavelet Trans-
form).

Transformada discreta de wavelets (Discrete Wavelet Transform,).
Algoritmo utilizado na estimacao de parametros de um HMM
(Expectation-Mazimization algorithm).

Transformada rapida de wavelets (Fast Wavelet Transform,).
(Generalized Autoregressive Conditional Heterocedasticity model).
Modelo de Markov oculto (Hidden Markov Model).

Método de Maxima Verossimilhanca.

Erro médio quadratico (Mean Squared Error).

Organizagao para Cooperacgao e Desenvolvimento Economico (Or-
ganisation for Economic Co-operation and Development).
Organizacao dos Paises Exportadores de Petroleo.

Distribuicao Phase-Type.

Modelo de passeio aleatorio (Random Walk).
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WN : Modelo de ruido branco (White Noise).
WTI : Oleo leve, americano, com entrega em Cushing, Oklahoma (West

Texzas Intermediate).
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Notacao

Referente a Modelos de Markov:

Si

qt

Uy

Estado ¢ de uma cadeia de Markov.

Estado no qual uma cadeia de Markov se encontra no instante de
tempo t.

Distribuicao de probabilidades iniciais dos estado de uma cadeia de
Markov.

Probabilidade inicial do estado S; de uma cadeia de Markov.
Matriz de probabilidades de transicao de estados de uma cadeia de
Markov de tempo discreto.

Probabilidade da transicao de estados (S;,S;) em uma cadeia de
Markov de tempo discreto.

Conjunto de simbolos de um modelo de Markov oculto.

Simbolo individual, pertencente ao conjunto V.

Matriz de probabilidades de emissao de simbolos de uma cadeia de
Markov oculta.

Probabilidade de emissao do simbolo v, dado que a cadeia de Maxr-
kov oculta se encontra no estado 5.

Matriz de taxas de transicao de estados de uma cadeia de Markov
de tempo continuo.

Taxa, exponencial, de ocorréncia da transi¢do de estados (.5;,.5;)

em uma cadeia de Markov de tempo continuo.



Elemento da matriz @), cujo valor é \;; se ¢ # j ou — Zi# Aij se
1=7.

Numero de estados de uma cadeia de Markov.

Numero de simbolos de um modelo de Markov oculto.

Conjunto de parametros de um modelo de Markov oculto.
Conjunto de observacoes.

Probabilidade da seqiiéncia parcial O10,...0; e ¢ = S; dado o

modelo \.

Referente a Wayvelets:

Ay
Agi f
AL ¥
P

Vo
Vg]’

@2j

Uma funcao qualquer.

Aproximagao da fungao f(-).

Uma Wavelet.

Wavelet 9 escalonada de 2/ e transladada de k& unidades.

Funcao de escala a qual ¥ esta associada.

Funcao de escala ¢ escalonada de 27 e transladada de k unidades.
Operador que aproxima uma func¢ao f(-) na resolugao 27.
Aproximacao de f(-) na resolugao 2.

Aproximagao discreta de f(-) na resolugao 2.

21(2 ).

204h(2x).

Conjunto de todas as aproximacoes possiveis, na resolucao 27, de
funcoes em L*(R).

Complemento ortogonal de Vo em Vgji1, ou seja, Qg BVq; = Vojt1.

xi



= . Operador de projecao ortogonal em Oy;.

Dy;f : Detalhes de f(-) na resolucao 2.

Referente a Especificacao do Modelo Construido:

Numero de estados da cadeia de Markov oculta.

Numero de simbolos do modelo de Markov oculto.

N

M

F . Tamanho, em dias, da janela de previsao.

H Tamanho, em dias, do histoérico recente utilizado na previsao.
v Intervalo entre duas previsoes.

V Tamanho da subdivisao da faixa de retornos.

Intervalo entre dois treinamentos do HMM.

\]

~

Quantidade de observagoes utilizadas em um treinamento do HMM.
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Capitulo 1

Introducao

Assim como ocorre com a maioria das mercadorias comercializadas, o preco do
petroleo é, basicamente, determinado pelo balanco entre oferta e demanda. Ape-
sar de ser, aparentemente, simples, este balanco é bastante complexo, pois existem
iniimeras variaveis, muitas das quais sao imprevisiveis e extremamente volateis, que
podem afetid-lo. Guerras e tensoes politicas, descobertas de novas reservas, intensi-
dade dos invernos, desenvolvimento de novas fontes de energia, introducao de novas
tecnologias de exploracao, desenvolvimento econoémico, sao apenas alguns exemplos
de fatores que pressionam a balanca para um lado ou para outro, e, portanto, exer-

cem influéncia sobre preco do petroleo.

A recente crise econémica é um excelente exemplo do enorme conjunto de fatores
que, de uma forma ou outra, afetam o mercado do petréleo. Até o primeiro semestre
de 2008, o prego do 6leo cru vinha experimentando uma forte valorizacao, impulsio-
nada pela alta liquidez mundial e pelo acelerado crescimento econéomico do mundo,
especialmente da China. Somente entre janeiro de 2007 e julho de 2008 , o preco
do West Texas Intermediate (WTI)! elevou-se de 60 para 140 dolares, sofrendo uma
incrivel valorizacao de 130%. No entanto, a crise do mercado imobilidrio americano,
que surgiu no segundo semestre de 2008, foi suficiente para desencadear uma, série de

eventos que colocaram o mundo em uma grave recessao economica, e, consequente-

10leo leve, americano, com entrega em Cushing, Oklahoma



mente, fizeram o preco do WTI despencar dos 140 dolares, para, aproximadamente,

40 dolares, ao final de 2008.

Esta intensa volatilidade de preco é extremamente prejudicial para empresas e
paises dependentes de petroleo, tanto consumidores quanto produtores. Tomemos
como exemplo o caso das companhias aéreas. Um insumo essencial e insubstituivel
neste ramo é o querosene de aviacao. A elevacao brusca dos precos do petroleo, como
a mencionada acima, aumenta, na mesma, velocidade, os custos destas companhias,
que, obrigadas a se adaptarem rapidamente a nova realidade, acabam repassando

este aumento para os consumidores e, muitas vezes, despedindo funcionérios.

Existem diversas maneiras pelas quais um agente pode tentar se proteger des-
tas oscilacoes no preco. A mais comum é a utilizacao de instrumentos de hedge.
A forma mais usual de se fazer um hedge é utilizando os mercados futuros ou a
termo, como ¢ ilustrado pelo exemplo a seguir. Suponha que um refinador saiba
que, no més seguinte, precisard comprar uma determinada quantidade de 6leo cru.
Evidentemente, o refinador nao sabe quanto o barril do petréleo estard custando
nesta data. Com medo de um possivel aumento do preco, ele decide, hoje, negociar
com seu fornecedor o preco de compra do barril daqui ha um més. Assim, ambos fa-
zem um contrato, conhecido como contrato a termo, no qual comprometem-se a, no
més seguinte, negociar o barril de petroleo por, digamos, 50 dolares. Desta forma,
o refinador garante seu preco de compra e nao precisa mais se preocupar com as
flutuacoes do preco. Uma excelente discussao sobre instrumentos e estratégias de

hedge pode ser encontrada em [1].

No exemplo acima, apesar de o refinador ter eliminado seu risco, fixando o precgo
de compra do barril em 50 dolares, nada garante que ele fez um bom negdcio. Isto
sO serd verdade se, no més da compra, o preco do petréleo no mercado a vista for
superior a 50 dolares o barril. Caso nao o seja, ele podera se arrepender de ter feito

0 hedge!



1.1 Objetivo

O exemplo anterior ilustra a importancia de se construir um modelo de previsao
para o preco do petroleo. No entanto, devido as intimeras variaveis que o afetam,
e da complexidade destas, a construcao de um modelo de regressao, que relaciona
0 preco a um conjunto de outras variaveis, em uma estrutura de casualidades, é
uma tarefa bastante dificil. Assim, uma forma alternativa de se tentar fazer esta
previsao, é através de modelos de séries temporais, os quais, observando somente o
comportamento passado de uma varidvel, tentam inferir seu comportamento futuro.

Nosso trabalho se insere neste contexto.

O objetivo desta dissertacao é propor uma metodologia que, observando a di-
namica recente dos precos do petroleo, tenta prever seu comportamento futuro, no
curto prazo?. Mais especificamente, procuramos, através da metodologia proposta,
prever a distribuicao da variacao acumulada pelo preco do petroleo ao final de uma
janela de tempo futura de F' dias. Esperamos, deste modo, construir um instrumento
que auxilie a tomada de decisao de investimentos, por participantes do mercado de

petroleo.

Devido a volatilidade dos precos, utilizamos uma técnica de suavizagao derivada
da aproximacao de fungoes por Wavelets, buscando, assim, eliminar parte do ruido
existente na série e ressaltar suas reais tendéncias. Em seguida, fazemos a mode-
lagem da dinamica dos precos, e sua previsao, utilizando um modelo de Markov

oculto.

As principais contribuicoes desta dissertacao sao a apresentacao de uma técnica
para suavizacao de séries temporais financeiras (que ja é bastante consolidada na area
de compressao de imagens e processamento de sinais, mas ainda pouco explorada
na area de finangas), e a verificagdo da serventia dos modelos de Markov ocultos na

previsao das mesmas.

2Consideramos como curto prazo um intervalo de 20, 30 dias.



1.2 Roteiro

No capitulo 2 discorremos sobre os principais conceitos matematicos que serao
utilizados ao longo desta dissertacao. Comegamos introduzindo a teoria basica de
modelos de Markov e, entao, extendemo-la para os modelos de Markov ocultos. Em
seguida, apresentamos as Wavelets. No capitulo 3 discutimos os principais modelos
que sao utilizados na previsao de séries financeiras, e apresentamos alguns resultados
obtidos por outros trabalhos. No capitulo 4 a metodologia proposta é detalhada-
mente apresentada, e seus resultados sao exibidos no capitulo 5. Finalmente, o

capitulo 6 traz as conclusoes e algumas propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceitos Teoricos

2.1 Modelos de Markov Ocultos

Fenomenos que ocorrem no mundo geralmente produzem algum tipo de saida
observavel, a qual denominamos de sinal. Devido a dificuldade e/ou custo de se ma-
nipular estes sistemas diretamente, ¢ de grande interesse estudar e caracterizar seus
sinais através de modelos, para que possamos aprender sobre seu processo gerador,
sem que haja necessidade de termos o processo real disponivel. Tais modelos nos
permitem simular a fonte geradora do sinal e construir diferentes sistemas, como os
de previsao, de reconhecimento, de identificagao, etc., de maneira eficiente. Existem

duas classes de modelos: deterministicos e estocasticos.

Nesta dissertacao, utilizamos um modelo estocastico cada vez mais em uso: o
modelo de Markov oculto (HMM - do inglés Hidden Markov Model)[2]. Devido a
sua rica e estabelecida estrutura mateméatica, o HMM tem sido extensivamente uti-
lizado na &rea de reconhecimento de voz, e vem se tornando cada vez mais popular
em diversas outras areas [3|, como bioinforméatica, processamento de sinais e redes
de computadores. A idéia principal por tras do modelo é que existem diversos feno-
menos cujas saidas dependem de fatores que ndo sao diretamente observaveis (estao

ocultos) mas podem ser inferidos a partir destas saidas. Utilizando-o, é possivel fazer



uma distincao estatistica destes fatores ocultos, separando-os em diferentes estados
de uma cadeia de Markov, o que por sua vez, em muitos casos, permite também

uma facil visualizacao, interpretacao e caracterizagao dos mesmos.

Comegamos este capitulo introduzindo os conceitos dos modelos de Markov [4, 5],
e extendemo-los para o modelo de Markov oculto. Em seguida, caracterizamos o

HMM e apresentamos seus fundamentos matematicos.

2.1.1 Modelos de Markov de Tempo Discreto

Considere um sistema que possa ser descrito como estando em um de N estados
distintos, S1, S, - -+, Sn; e cujas transicoes de estado sao dadas por um conjunto de
probabilidades associadas a cada estado S;, como ilustrado na Figura 2.1 (onde N =
3 por simplicidade). A cada instante de tempo t1,ts, -+, 0 sistema ¢ observado',
a fim de se determinar seu estado atual. Denotaremos por ¢; o estado no qual o
sistema se encontra no tempo t. Em geral, uma descri¢ao probabilistica completa de
um sistema como este requer que sejam especificados o estado atual ¢;, assim como
todos os estados anteriores, ¢;_1,q;_2,...,q1. Entretanto, para o caso de um processo
markoviano, essa descricao é reduzida a apenas o estado atual e o imediatamente

anterior, ou seja,

P[Qt = Si|Qt71 = Sj7 Gi—2 = Sk, - - ] = P[Qt = Sithfl = Sj] (2-1)

1Os instantes de observacdo ndo precisam ser, necessariamente, uniformemente espacados.
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Figura 2.1: Cadeia de Markov de tempo discreto com 3 estados (S, S, S3) e suas

transigoes.

Consideramos ainda, apenas os processos cujo lado direito de (2.1) é indepen-
dente do tempo, o que nos leva a um conjunto de probabilidades de transicao de

estados da forma
aij = Plg; = Silgi—1 = Sj], 1<i,j<N (2.2)
cujos coeficientes tém as seguintes propriedades
a;; >0 (2.3a)

 a;=1 (2.3b)

J=1

pois obedecem as restricoes estocasticas.

O processo estocéstico descrito acima é conhecido como modelo de Markov ob-
servavel, uma vez que sua saida é o conjunto dos estados nos quais a cadeia se
encontrava em cada instante de tempo ¢, e cada estado corresponde a um evento di-
retamente observavel. Para ilustrar os conceitos apresentados, suponha um modelo
de Markov de tempo discreto, simples, de trés estados, que descreva o tempo mete-
orologico de uma regiao qualquer. Assumimos que, a cada dia, o tempo é observado

como estando em um de trés estados distintos:



Estado 1: Chuvoso
Estado 2: Nublado
Estado 3: Sol
e que cada estado da cadeia representa um dos trés estados acima.

Seja A a matriz de probabilidades de transicao entre estados definida como

04 0.3 0.3

A={ay} =102 06 0.2

0.1 0.1 0.8
Dado que o tempo no primeiro dia (¢t = 1) é sol (estado 3), podemos nos perguntar
qual seria a probabilidade (de acordo com o modelo) de que nos proximos sete
dias o tempo seja sol-sol-chuva-chuva-sol-nublado-sol. Formalmente, definimos uma
seqiiéncia O = 53, 53, 53, 51, 51, 93, 92, 53 que corresponde at =1,2,...,8, e 0 que
queremos saber é, dado o modelo, qual a probabilidade de O. Esta probabilidade

pode ser expressada como
P(O|modelo) = P[Ss, S, S3, S1, S1, S5, Sa, Ss|modelo]
= P[Ss] - P[S3]53] - P[S3]S3] - P[S1|S5] - P[S1]51] - P[S3]S1] - P[S2]S3] - P[S5]S2]
— 73 +A33 033 - A31 * Q11 *+ A13 - A32 * A3
=1-(0.8)(0.8)(0.1)(0.4)(0.3)(0.1)(0.2)
= 1.536 x 107"

onde usamos a notacao

Distribuicao do Tempo de Permanéncia em um Estado

Outra pergunta que podemos fazer é: dado que o modelo se encontra em um
determinado estado, qual a probabilidade de ele permanecer no mesmo, por exata-

mente d dias? Em termos formais, queremos encontrar a probabilidade da seqiiéncia

8



de observacoes
0O = {SZ-,S,-,Si,...,Si,Sj} com Sj 7é SZ

d+1

dado o modelo. Esta pode ser expressa como

P(OJmodelo, ¢ = S;) = a% (1 — ay) = pi(d) (2.5)

i

onde p;(d) é a distribuicdo de probabilidades discreta da duracido d no estado i. E
importante ressaltar que, esta distribui¢do exponencial (ou geométrica, no caso da
cadeia de Markov em tempo discreto) é caracteristica da duragido de um estado nas

cadeias de Markov.

Podemos assim, dado p;(d), calcular o tempo esperado (a duragdo, em nimero
de transi¢oes) que a cadeia permanece em um mesmo estado, dado que ela ja se

encontra no mesmo, Como

Bld =T = d-n(d) (263
=1 _1% (2.6¢)

Voltando ao nosso problema de previsao da meteorologia, o nimero esperado de dias
consecutivos de sol é, segundo o modelo, 1/(1 — 0.8) = 5 dias; para tempo nublado,

esse valor é de 2.5 dias, e para chuva, 1.67 dias.

2.1.2 Modelos de Markov de Tempo Continuo

Nos modelos de Markov de tempo discreto, estudados na secao 2.1.1, o sistema
é observado em instantes de tempo discretos, bem definidos. No nosso modelo
de previsao meteorologica, por exemplo, observamos o tempo uma vez a cada dia.
Existe, no entanto, uma outra classe de modelos de Markov, nos quais o sistema
é observado continuamente, a todo instante de tempo. Estes sao conhecidos como

modelos de Markov de tempo continuo.



A principal caracteristica desta classe de modelos é que, para cada estado, ha um
conjunto de um ou mais eventos que, ao ocorrerem, podem fazer a cadeia transicionar
de estado. Para cada evento i, o tempo decorrido até sua préoxima ocorréncia segue

uma distribuicao exponencial
ft) =, ;>0
=0, para quaisquer outros valores.

onde t; é o intervalo de tempo entre duas ocorréncias do evento 7, e A é a taxa de
ocorréncia do evento 7. Para todos os eventos, seus tempos até a proxima ocorréncia
sao independentes entre si e, para um mesmo evento, tempos de ocorréncia sucessivos

sao, também, independentes entre si.

Visando ilustrar estes novos conceitos, vamos voltar ao problema da se¢ao ante-
rior, e criar um modelo de Markov de tempo continuo para o tempo meteorologico.
O novo modelo é ilustrado na Figura 2.2. Observe que a estrutura da cadeia per-
manece a mesma, cada estado continua representando um dos trés estados definidos
para o tempo: sol, chuva, nublado. Entretanto, as transicoes, agora, nao sao mais
descritas por probabilidades, e sim por taxas do tipo A;;, que definem a distribuigao
exponencial do intervalo de tempo até a proxima ocorréncia do evento associado a

transicao ij.

Figura 2.2: Cadeia de Markov de tempo continuo com 3 estados (S, Sa, S3) e suas

transicoes.

Comparando os dois modelos construidos, o de tempo continuo e o de tempo

10



discreto, e suas interpretacoes, fica evidente a diferenca do primeiro em relacao ao
segundo. Enquanto no modelo de tempo discreto o sistema é observado em instantes
de tempos definidos, no modelo de tempo continuo ele é observado continuamente,
e suas mudancas de estado, que sao definidas pela ocorréncia de eventos, podem
ocorrer em qualquer instante do tempo. Isto significa que, no caso do nosso exemplo,
um modelo de tempo discreto permite que haja, apenas, um estado meteorolégico
por dia. J& o modelo de tempo continuo permite que, em um mesmo dia, haja dois
ou mais estados meteorologicos distintos, tempo nublado e chuva, por exemplo. A

Figura 2.3 ilustra bem essa diferenca.

Sol Sol Chuva

.. .. ..

>

1 2 3 4 tenpo em di as

Sol Nubl ado ChJLiva S_RI Nub] ado Sol
(o e, N

o N

4 tenpo em di as

Figura 2.3: Conjunto amostral possivel em: (a) um modelo de Markov de tempo

discreto; (b) um modelo de Markov de tempo continuo.

Formalmente, descrevemos a cadeia de Markov de tempo continuo por dois ele-
mentos. O primeiro, o vetor m = P[g; = S;], é idéntico aquele definido para cadeias
de Markov de tempo discreto, e informa a probabilidade de a cadeia se encontrar no
estado 7. O segundo, a matriz (), é semelhante & matriz A definida anteriormente,
e descreve as transicoes da cadeia. Definimos (), para nosso modelo continuo criado

acima, como

— (A2 + A13) A2 A13
Q= {aqy} = A1 —(A21 + Aa3) a3
A1 A32 —(A31 + A32)

11



Observe que nao héa transicoes de um estado para ele mesmo, e que o elemento g;; é

definido como ¢q; = — Z#i Aij, ou seja, —¢g;; € a taxa de saida do estado 7.

Distribuicao do Tempo de Permanéncia em um Estado

Dado que o tempo de ocorréncia de cada evento é exponencial, é evidente que
o tempo de permanéncia em um mesmo estado ¢ é, também, exponencialmente
distribuido, com taxa Z#i Aij.  Assim, o tempo médio de permanéncia em um
estado é
— 1
Eltpi] = tpi = o= (2.7)
Zj;éi ij
onde tp; é o tempo de permanéncia no estado 1.

2.1.3 Modelos de Markov Ocultos em Tempo Discreto

No modelo markoviano descrito na secao 2.1.1, cada estado corresponde a um
evento diretamente observéavel (chuva, tempo nublado ou sol). Entretanto, existem
fenomenos nos quais podemos apenas observar suas saidas (seus sinais), e nao o
processo que as gerou. Para modeléa-los, estendemos o conceito de modelo markovi-
ano para incluir casos nos quais os sinais sao uma funcao probabilistica do estado
da cadeia. Tais modelos sao conhecidos como modelos de Markov ocultos. Em [2],
o HMM ¢é definido como um processo estocastico duplamente embutido, no qual o
primeiro ndo é diretamente observavel (é oculto), mas pode ser inferido através de
um segundo conjunto de processos estocésticos, os quais produzem a seqiiéncia de

observagao (os sinais).

A fim de clarear estes conceitos, considere o exemplo a seguir: Suponha que, em
um quarto, exista uma barreira (uma cortina, por exemplo), atras da qual ha um
jogador que dispoe de uma ou mais moedas, que podem ou nao estar viciadas. Uma
segunda pessoa, a quem chamaremos de observador, estd do outro lado da cortina,
e nao pode ver o que acontece do lado do jogador. O jogador, segundo um critério

qualquer, escolhe uma moeda, joga-a para o alto, e informa, ao observador, o resul-

12



tado (cara ou coroa). Ele entdo repde a moeda ao conjunto de moedas, escolhe uma
novamente, e realiza o mesmo experimento. Assim, o observador conhece apenas o
resultado de cada jogada (esta é a saida observavel), mas desconhece qual das mo-
edas (que estdo ocultas) gerou esta saida. Uma possivel seqiiéncia de observagoes

deste experimento seria:

O =0,0:03...07
=HHTTT...H

onde H representa Cara e T Coroa.

Dado este cenério, um problema de interesse é o de como construir um modelo
markoviano que explique a seqiiéncia de caras e coroas observada. Uma primeira
tentativa seria construir um modelo com apenas dois estados, no qual cada estado
representa um lado da moeda. Neste caso, estariamos assumindo que ha apenas
uma moeda sendo lancada, e, portanto, o modelo construido seria um modelo mar-
koviano observével 2. Definida a estrutura do modelo, o proximo passo seria decidir
o valor para o viés da moeda, ou seja, a probabilidade de cada evento ocorrer. Este
modelo pode ser visto na Figura 2.4. Entretanto, poderiamos assumir que em vez
de uma, ha duas moedas sendo utilizadas. Assim, construiriamos um HMM de dois
estados, no qual cada um representaria uma moeda diferente, e seria caracterizado
por uma distribuicao de probabilidades de eventos, que, neste caso, se resumiria ao
viés da moeda. O mecanismo que representaria a escolha das moedas seria, entao,
representado por uma matriz de probabilidades de transicao de estados. A Figura
2.5 ilustra este modelo. Procedendo da mesma maneira, poderiamos assumir que hé

trés moedas sendo jogadas e, nesses caso, construiriamos um HMM de trés estados.

20bserve que a unidade de tempo, neste experimento, é definida como uma jogada da moeda.

Assim, a cadeia de Markov utilizada é a de tempo discreto.
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1-P(H)

Jo@ipo®

P(H)

Figura 2.4: Modelo de Markov observavel, de tempo discreto, para a suposicao de

que existe, apenas, uma moeda sendo lancada.

P(H) =p, a,, P(H) =p,
P(T)=1-p, P(T)=1-p,

Figura 2.5: Modelo de Markov oculto, de tempo discreto, para a suposicao de que

existem duas moedas.

Elementos de um HMM de Tempo Discreto

Formalmente, um HMM ¢é caracterizado pelos cinco elementos a seguir:

1. N: o nimero de estados do modelo. Apesar de estarem ocultos, geralmente
sao dotados de algum significado fisico. Representamos cada estado individual

por S ={S51,S5,,...,Sn} e o estado no tempo ¢ por ¢.

2. M: o nimero de simbolos distintos observéaveis por estado. Correspondem as
saidas fisicas observaveis do sistema modelado. Individualmente, sao repre-

sentados por V = {vy,va, ..., 05}

3. A = {a;;}: a matriz de probabilidades de transi¢ao de estados; onde a;; =

Plg1 = Sjlge = Si], 1 <4, <N, a;; >0, Zj‘vzlaij =1

4. B ={bj(k)}: a distribuicao de emissao de simbolos no estado j; onde b;(k) =
Ploglgy = S;], 1 <j< N, 1<k <M, bj(k) >0, S0t b(k) = 1.
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5. m = {m;}: o vetor de distribui¢ao inicial de estados; onde m; = P[qg; = S;], 1 <

1 < N.

Assim, como pode ser visto acima, uma descricao completa de um HMM neces-
sita que sejam especificados dois parametros do modelo (N e M), os simbolos de
observacdo, e mais trés medidas de probabilidade (A, B e 7). Por conveniéncia,
usaremos, no restante desta dissertacao, a notacao compacta A\ = (A, B,7) para

indicar o conjunto completo de parametros de um modelo HMM.

2.1.4 Estimacgao de Parametros de um HMM

Apos a especificagao do modelo, o problema que surge naturalmente é: como cali-
brar seus parametros de acordo com a seqiiéncia de observagoes O = 010505 ...Or
dada? Esta pergunta pode ser dividida em duas etapas. Na primeira, queremos en-
contrar uma maneira eficiente de avaliar P(O|\), i.e., a probabilidade de a seqiiéncia
O ter sido gerada pelo modelo A. Na segunda, precisamos estimar os parametros
A, B e m, de modo a maximizar P(O|\), ou seja, buscamos ajustar nosso modelo, da
melhor forma possivel, aos dados reais. Este processo de ajuste é conhecido como
Método de Méaxima Verossimilhanga (MMV). A seqiiéncia de observacoes usada
para fazer esta adaptacao é chamada de seqiiéncia de treinamento, uma vez que

¢ usada para treinar * o HMM.

O MMV busca encontrar um estimador de maxima verossimilhanga. Infeliz-
mente, para o caso de um HMM, nao se conhece uma expressao analitica para
este estimador. Entretanto, existe um método, derivado do algoritmo Ezpectation-
Mazimization(EM), conhecido como algoritmo de Baum-Welch |6, que realiza a
estimacao de parametros de maxima verossimilhanca para um HMM de forma ite-
rativa. Ele comeca com uma atribuicao arbitraria de valores para A, e produz

estimativas sucessivamente melhores, garantindo a convergéncia para um maximo

3Na literatura de HMM’s, a palavra treinamento é utilizada como sinénimo de estimacio de
parametros. Entretanto, é importante ressaltar que, diferentemente de um treinamento de redes

neurais, por exemplo, o treinamento do HMM nao envolve aprendizado com os erros.
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local da fungao de verossimilhanga, sempre que um existir |7].

A seguir, apresentamos as solu¢oes matematicas para ambas as etapas descri-
tas acima. A primeiro (célculo de P(OJ|)\)) pode ser resolvida pelo procedimento
forward-backward [8, 9], e a segunda (estimacao do parametros) utilizando o algo-

ritmo EM.

Procedimento Forward-Backward

Seja a variavel forward oy (i) definida como:
Oét(i) == P<0102 oo Ot, qs = Sz|>\) (28)

isto é, a probabilidade de observarmos a seqiiéncia parcial 0105 ... Oy, e de a cadeia
estar no estado S;, no tempo ¢, dado o modelo A. O valor de a4(7) pode ser calculado

com o seguinte algoritmo:

1. Inicializacao:

a1 (i) = mbi(O1), 1<i<N (2.9)
2. Inducao:
N
a1 (j) = [Z Oét(i)az'j] bj(Or11), 1<t<T-1
i=1
1<j<N (2.10)
3. Término: N

P(OIA) =) ar(i) (2.11)

=1

A variavel forward é inicializada com o valor da probabilidade de a cadeia estar
no estado ¢ em ¢t = 1 e o simbolo O; ter sido emitido pelo mesmo. A inducao é
ilustrada na Figura 2.6. Em ¢t + 1, o estado S; pode ter sido atingido partindo-se
de qualquer um dos NN estados, portanto, a probabilidade de a cadeia estar em S;
e da seqiiéncia 0105 ...0;, em t + 1, é dada pelo somatoério da inducao. Uma vez

no estado S;, temos que considerar a emissao do simbolo O.;;. Para tal, basta
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multiplicarmos o valor do somatério por b;(O4+1). Finalmente, se somarmos todas

as variaveis terminais o (i), encontramos P(O|\).

Sio
S,0

50 5

S0
t t+1

a i) Otea(])

Figura 2.6: Procedimento Forward

Seja a variavel backward (;(i) definida como:
Bt(l) = P(Ot+10t+2 C. OT|q1E = Si, /\) (212)

isto é, a probabilidade de observarmos a seqiiéncia parcial O;110;y5...Or, no in-
tervalo de tempo [t + 1,T], dado que a cadeia esta no estado S;, no tempo t, e o

modelo A. A variavel (;(i) pode ser calculada usando o seguinte algoritmo:

1. Inicializacao:

Br(i)=1, 1<i<N (2.13)
2. Inducao:
N
Bi(i) = aijbi(Ors1) B (), t=T-1T-2,...,1
j=1
1<i<N (2.14)

Na inicializagao, definimos, arbitrariamente, que fr(i) = 1. A indugao é ilustrada
na Figura 2.7. Em t+1 a cadeia pode ter transicionado para qualquer um de seus N

estados (por isso o termo a;;). Neste, com probabilidade b;(O,41) é emitido o simbolo
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Oy11- Assim, (,(i) pode ser calculado a partir de 3;11(7), segundo a inducao descrita

acima.

Figura 2.7: Procedimento Backward

Note-se que podemos calcular P(O|\) usando apenas a variavel forward do pro-
cedimento forward-backward. Entretanto, a variavel backward é utilizada pelo algo-

ritmo EM (descrito a seguir) e, portanto, foi necessario defini-la também.

Algoritmo Ezpectation-Mazximization(EM)

O algoritmo EM [7, 10] é um método para estimacao de parametros de méaxima
verossimilhanca de uma distribuicao, a partir de um conjunto de dados incompleto.
Existem dois cenarios principais nos quais é interessante a aplicacao do EM. No
primeiro, o conjunto de dados nao contém todos os valores, ou seja, ha dados que
estao faltando, que foram perdidos. Isto pode ocorrer por problemas ou limitagoes
no processo de observacao. No segundo, a otimizacao da funcao de verossimilhanca
é intratavel analiticamente, mas pode ser aproximada se assumirmos a existéncia de

parametros ocultos. Este tltimo cenario é o que se aplica a um HMM.

Como definido anteriormente, seja O = O10,...O7 a seqiiéncia de dados ob-
servada, a qual chamaremos de seqiiéncia incompleta de dados, e ¢ = ¢1q2...qr a
seqiiéncia (oculta) de estados da cadeia que gerou O. Seja Z = (O, q) o conjunto

completo de dados. Podemos entao definir a seguinte fungao de verossimilhanca
L(Z,)) = P(Z]\) = P(0,q]\) = P(g]0, )P(O|N) (2.15)
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chamada de verossimilhanga de dados completos, onde a ultima igualdade é obtida
pelo teorema de Bayes. E importante observar que esta funcao é, na realidade, uma
variavel aleatoria, uma vez que ¢ é desconhecido e, presumidamente, governado por

alguma distribuicao.

O primeiro passo do algoritmo EM, chamado de passo-E, é encontrar a esperanca
do log da fun¢ao de verossimilhanga de dados completa, log[P(O, g|\)], com respeito
ao conjunto de dados ocultos ¢, dada a seqiiéncia observada O e os valores atuais

(iniciais) dos parametros do modelo. Assim, definimos a fung¢ao auxiliar
QN = B 1og P(O, g|0)[0, X
= log P(O,|A\)P(q|O, X' (2.16)
qeQ
onde A*~! é 0 conjunto de parametros atuais do modelo usados para calcular a espe-

ranca, A o conjunto de novos parametros que serao otimizados a fim de maximizar

@, e Q é o conjunto de todas as seqiiéncias de estados possiveis, de tamanho 7.

Dada a seqiiéncia particular de estados ¢, podemos representar P(O, g|\) por

T
P(O,q|A) = 7Tq1bq1<01) Qgr_1q:0gs (0¢) (2.17)

t=2

e assim, substituindo (2.17) em (2.16), a fun¢ao ) pode ser reescrita como

AN = logm, P(glO, XY +Z(Zlogam)P<q|o,Ai—1)

qeQ qeQ
+) (Z log quot)) P(qlO, A1) (2.18)
qeQ t=1

O segundo passo do EM, chamado de passo-M, é maximizar a esperanca obtida

no primeiro passo. Assim, buscamos
A= argmax Q(\, A1)
A

Como os parametros que desejamos otimizar (m, A e B) estao separados em trés
termos independentes na soma vista na equacao (2.18), podemos maximizar indi-

vidualmente cada um. Maximizando cada termo, e levando em conta as restricoes
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estocasticas, chegamos as seguinte férmulas de reestimagao de parametros |7, 10]:

™= Pla=S5j0X7) 2192
1 Plgr = Si,quer = S;l0, X7
I Pg = S0, xi71)

b = Zle P(q: = Si|O, )\i_l)ﬂ{ot = Uj}

’ ST Plg = S0, x1)

onde utilizamos a notacao [{c} para representar a func¢ao indicadora de uma condi-

aij =

(2.19b)

(2.19¢)

cao ¢, que vale 1 quando a condicao é satisfeita, e 0, caso contrario.

As probabilidades encontradas nas equagoes (2.19a), (2.19b) e (2.19¢) podem ser

calculadas a partir das variaveis forward e backward. Seja
V(i) = P(g = Si|O, A) (2.20)

isto é, a probabilidade de se estar no estado S; no instante ¢, dada a seqiiéncia de
observacoes O e o modelo A. Podemos expressar a equacao (2.20) em termos das

variaveis forward e backward:

Bl ()
= BOR) TS, )

onde () contribui com a seqiiéncia parcial de observagao 0103 ... 0O; e o estado S;

(2.21)

no tempo ¢, enquanto (i) contribui com o restante da seqiiéncia O;104ys ... Or,
dado o estado \S; no tempo t. Se somarmos v;() para todo ¢, encontramos um valor
que pode ser interpretado como o nimero esperado (no tempo) de visitas ao estado
S;, ou, equivalentemente, o ntimero esperado de transi¢oes a partir do estado S; (se

excluirmos o tempo 7" da soma).

Seja também a variavel &(i,7), definida como a probabilidade de transi¢ao do
estado 7, no instante de tempo ¢, para o estado 7, no instante de tempo ¢t + 1, dado

o modelo \ e a seqiiéncia de observagoes O:

ft(laj) = ( = SiaQt-i-l = S|O )‘)
v (1)ai;0;(Or11) Bria ()
P(O[N)

= — O‘]:[( 1)aijb;(Or11)Br1(f) (2.22)
Z Z (1) aijb;(Or11)Brr1(5)

1
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Similarmente a ;(7), o somatorio de &(i,7) em ¢ pode ser interpretado como o

nimero esperado de transi¢oes do estado S; para o estado S;.

Assim, expressoes em (2.19) podem ser reescritas em termos de (i) e &(7,7), e

interpretadas, intuitivamente, como:

mi = ()
= # esperado de vezes no estado S; em ¢t = 1. (2.23a)
_ Xy &)
Gj = ST
Zt:1 ’Yt('l)

7 esperado de transigoes de S; para S}

B 2.23b
# esperado de transicoes a partir de S; ( )
b — 23:1 7 (j){or = vi}
N T .
> i1 Ye(d)
# esperado de vezes no estado S; emitindo o simbolo vy, (2.230)

# esperado de vezes no estado S;

Estes dois passos (passo-E e passo-M) sdo repetidos até que P(O|\")—P(O|N~1) <
e. Foi provado por Baum e seus co-autores [2] que, a cada iteragdo do algoritmo, ou
(1) os parametros iniciais A definem um ponto critico da fungao de verossimilhanga
e, no caso, A’ = \'"1; ou (2) o novo modelo estimado A é mais provavel que o inicial
AL (P(OINY) > P(O]AN1)). Desse modo, fica garantido que o algoritmo converge
para um maximo local da fungao de verossimilhanca. Uma excelente referéncia, de

facil leitura, para a compreensao do algoritmo EM pode ser encontrada em [10].

Influéncia dos Valores Iniciais dos Parametros

Em teoria, as equagoes de reestimagao (2.19) devem fornecer valores dos parame-
tros do HMM que correspondam & um maximo local da funcao de verossimilhanca.
Conforme visto acima, o algoritmo EM necessita que, para cada parametro a ser
estimado, tenha sido dado um valor inicial. Assim, uma pergunta que surge é como
estimar estes valores iniciais, de modo que o méaximo local atingido pelo algoritmo
corresponda ao maximo global. Infelizmente, nao ha resposta simples para esta

questao. [2] indica que, para os parametros m e A, uma escolha uniforme ou alea-
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toria de valores iniciais é adequada para a maioria dos casos. Entretanto, para os
parametros de B, uma boa escolha dos valores iniciais, baseada no conhecimento do

processo o qual se esta estudando, pode ter grande influéncia.

2.2 Wayvelets

Wavelets sao funcoes mateméaticas ondulatorias, de duracao limitada, cuja in-
tegral no tempo é zero, conforme ilustrado na Figura 2.8. Assim como as fungoes
seno e cosseno na analise de Fourier, wavelets sao utilizadas como fun¢oes base para

a representacao de outras fungoes pertencentes a L?(R)*. As wavelets surgiram no

Figura 2.8: Exemplos de Wavelets: (a) wavelet de Haar (b) wavelet de Daubechie
de ordem 3 (c¢) wavelet de Meyer (d) wavelet de Morlet.

inicio do século X X, tendo sua primeira mencao sido feita num apéndice da tese de

A. Haar em 1909. Entretanto, a maior parte do trabalho foi feito nos anos 30. Hoje,

4L2(R) ¢ o espaco vetorial das funcdes unidimensionais, mensuraveis e quadraticamente inte-
graveis. Uma funcao é dita quadraticamente integravel se a integral do quadrado de seu valor

absoluto ¢ finito, ou seja, se [ | f(z) |* d é finita.
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a teoria matemaética por tras das wavelets ja esta bastante consolidada [11], e suas
aplicagoes podem ser vistas nas areas de compressao de dados, astronomia, actustica,
engenharia nuclear, processamento de sinais e imagens, musica, Otica, previsao de

terremotos, solucao de equacoes diferenciais, entre outras.

Suponha uma fung¢ao qualquer f(x). A analise de Fourier consiste em cons-
truir uma aproximagao f(z), a partir da soma de senos e cossenos com diferentes
freqiiéncias

fx) =ao+ Z(ai sin(kx) + b; cos(kx)) (2.24)

k=1

onde os coeficientes ag, a; e b; sao obtidos através da Transformada de Fourier,

definida como
Flw) = / e, (2.95)
—o00
Os coeficientes obtidos de F(w) (conhecidos como coeficientes de Fourier) quando
multiplicados por suas respectivas sendides de freqiiéncia w, formam os componentes
senoidais nos quais a fungao original é decomposta. Graficamente, a transformada
pode ser vista na Figura 2.9 e seu resultado é ilustrado na Figura 2.11(a).

: . Tr ansf or mada
C . de

! Fouri er

Figura 2.9: Sinal original e suas componentes senoidais

A analise por wavelets é feita de forma semelhante, no entanto, ao invés das
fungoes seno e cosseno, utilizamos versoes escalonadas (através de dilatagoes e con-
tragoes) e transladas da wavelet original ¢ (z), que é conhecida como wavelet mae
(do inglés mother wavelet). Assim, a aproximagao f(a:) ¢ obtida pela combinagao

linear

flz) = Z C'(escala,translagao ) ( escala,translagio,x ) (2.26)

V translagao
V escala
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onde a transformada de wavelet
C'( escala,translagao ) :/ f(z)y(escala,translagao,x )dz (2.27)

fornece os coeficientes de wavelet C( escala,translagao ) que, multiplicados pela wa-
velet mae, apropriadamente escalonada e transladada, formam os componentes nos
quais a funcao original ¢ decomposta. Este processo pode ser visto, graficamente,

na Figura 2.10 e seu resultado ¢ ilustrado na Figura 2.11(b).

Tr ansf or nada

Wavel et s

Figura 2.10: Sinal original e suas componentes de wavelets

As principais diferencas entre a anélise por wavelets e a andlise de Fourier sao
conseqiiéncia da caracteristica local das wavelets. Note que, enquanto as funcgoes
seno e cosseno sao infinitas, i.e., se estendem sobre todo o dominio de f(z), as wave-
lets tém duracao limitada, sao finitas. Esta importante caracteristica traz a analise
por wavelets uma série de vantagens sobre a analise de Fourier. Ela nos permite
fazer um estudo local do sinal, i.e, de partes especificas do mesmo, sem que seus
resultados afetem todo o dominio da funcao, como ocorre com a anélise de Fourier.
Suponha que nossa funcao f(z) seja suave, definida no dominio z € (—o00,0) e
que, em um pequeno intervalo dela, x € [0, 1], por exemplo, haja um ruido de alta
freqiiéncia. Na anélise de Fourier, a representagao deste ruido tera reflexos em todo
o dominio de f(x), uma vez que os senos e cossenos de alta freqiiéncia, utilizados
pela andlise para representar o ruido, se estendem por todo o dominio. J& na anéalise
por wavelets isto nao ocorre. Nesta, o ruido também serd representado por wave-
lets de alta freqiiéncia, no entanto, devido a caracteristica local destas func¢oes, sua
utilizacao terd reflexos apenas no intervalo dentro do qual o ruido esta contido, ou,
no maximo, em uma vizinhanga curta do mesmo. Este fato torna as wavelets mais
vantajosas de serem utilizadas (do que a anélise de Fourier) para representar fungoes

que apresentam alguma descontinuidade ou picos abruptos.
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A andlise por wavelets também fornece mais informacgoes sobre o sinal do que a
andlise de Fourier. O estudo de uma funcao pelo método de Fourier nos mostra as
diferentes freqiiéncias que compde o sinal, como pode ser visto na Figura 2.11(a).
No entanto, ele nao nos permite identificar nem quando, nem onde, cada uma destas
freqiiéncias ocorre. Ja através de um estudo com wavelets, conseguimos saber ambas
estas informagoes. Como uma wavelet é descrita por uma escala e uma posicao
no tempo, observando as wavelets que compoe a representacao da fun¢ao, podemos
identificar exatamente quando, no tempo, as diferentes freqiiéncias do sinal ocorrem,

como pode ser visto na Figura 2.11(b).

Andlise por Fourier Andlise por Wavelets

A
A Valor do Coeficiente

Valor do Coeficiente

’ hd

T Escala / | |

»

Frequéncia

(a) (b)

Figura 2.11: (a) Resultado da analise de Fourier (b) Resultado da analise por Wa-

velets.

Além de conter mais informacoes, em muitos casos, as representacoes feitas com
wavelets sdo mais compactas do que aquelas feitas pela anélise de Fourier [12]. Isto
significa que sao necessarias significativamente menos wavelets do que senos e cosse-
nos para atingir uma aproximagao comparavel. O tempo de calculo da transformada
é outra vantagem das wavelets sobre Fourier. A da primeira tem complexidade com-

putacional O(n) enquanto a da segunda tem complexidade O(n - log, n).

Estas e outras vantagens fazem das wavelets um excelente método para analise de
dados. Dentre suas principais aplicacoes, podemos citar sua utilizacao na remocao

de ruidos de séries temporais e na compactacao de dados. Apenas como exemplo de
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sua importancia, podemos citar que, no inicio da década de 90, o FBI ® padronizou

o uso de wavelets na compactacao de imagens de impressoes digitais [11, 12].

A seguir, introduzimos as transformadas continua e discreta de wavelets, e ilus-
tramos o algoritmo conhecido como transformada rapida de wavelets, utilizado para
calcular a transformada discreta. Procuramos deixar bem claros os conceitos, apre-
sentamos a base matematica por detras dos métodos, e utilizamos exemplos sempre

que necessario.

2.2.1 A Transformada Continua de Wavelets

A equagao (2.27) define a Transformada Continua de Wavelets (CWT, do inglés
Continuous Wavelet Transform). A CWT é a soma, sobre todo o tempo, do sinal
multiplicado por versoes escalonadas e transladadas da wavelet mae. Este processo
produz os coeficientes de wavelets que sao funcoes de escala e posicao. Ele é bem

simples:

1. Selecione uma wavelet e compare-a a uma secao do inicio do sinal original.

2. Calcule um namero C, que representa o quao correlacionados estao a wavelet
e a secao em questao do sinal. Quanto maior for C, maior a similaridade entre

ambas. Note que o resultado vai depender da forma da wavelet escolhida.

Sinal

Wavelet

O EININIEENER

=0.0102

Figura 2.12: CWT passo 2

3. Translade a wavelet para a direita, e repita os passos 1 e 2 até que tenha

SFederal Bureau of Investigation
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coberto todo o sinal.

Sinal

Wavelet ‘:>

=

Figura 2.13: CW'T passo 3

4. Dilate a wavelet, e repita os passos 1 a 3.

=

Sinal

Wavelet

C =0.2247

Figura 2.14: CWT passo 4

5. Repita os passos de 1 a 4 para todas as escalas (dilatagbes) possiveis.

Como resultado, teremos os coeficientes de wavelets produzidos por diferentes escalas

e em diferentes secoes do sinal.

O problema com esta transformada é que, por ser continua, ou seja, por analisar
o sinal em todas as escalas e posigoes possiveis, leva um tempo muito grande para
ser calculada, e gera um conjunto enorme de dados. Precisamos entao de um método
que nos permita trabalhar apenas com um subconjunto destas escalas e posicoes.
Isto nos leva a Transformada Discreta de Wavelets (DW'T do inglés Discrete Wavelet

Transform).
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2.2.2 A Transformada Discreta de Wavelets

A Transformada Discreta de Wavelets recebe esse nome pois usa um subconjunto
finito de escalonamentos e translacoes da wavelet mae para construir a aproximacao.
Normalmente, opta-se por fazer o escalonamento das wavelets em intervalos inteiros
multiplos de poténcias de dois, pois tal escolha torna a analise mais eficiente e tao

precisa quanto a transformada continua. [13].

Ela utiliza, além da wavelet mae 1, uma funcao de escala (do inglés scaling
function) ¢, a qual v esta associada®. Assim, a DWT decompde a fungao original

f(z) em versoes escalonadas e transladadas de ¢ e ¢.

A seguir, mostraremos, através de um exemplo, como a transformada discreta
pode ser calculada de forma direta. Acreditamos que este exemplo ajudara a fixar os
conceitos. Em seguida, introduzimos o algoritmo desenvolvido em 1989 por Stephane
G. Mallat [14], conhecido como transformada rapida de wavelets (do inglés Fast

Wavelet Transform), que é utilizado para calcular a DWT.

Aproximando Funcoes com Wavelets

Escolhemos para trabalhar, a mais simples e antiga de todas as wavelets, a

wavelet de Haar ¢(x). Ela é uma funcao degrau, definida da seguinte forma:

1 se 0<x<0.5
Y()=9q -1 se 05<x<1 (2.28)

0 caso contrario

Sua representagao grafica pode ser vista na Figura 2.8(a).

Para fazer a decomposicao, iremos utilizar versoes escalonadas e trasladadas de

Y(x), as quais representaremos por:

bin(x) =0-Y(2x — k) (2.29)

5A origem de ¢, sua interpretacio, e sua relacdo com serdo explicadas mais adiante.
b ) b
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onde d é uma constante, o termo k é responsavel pela translacdo da wavelet, e o

termo 7, por sua escala.

[14] afirma que Yves Meyer mostrou em [15] que existe uma wavelet ¢ (z) tal que
(2.29) define uma base ortogonal em L?(R). Isto significa que qualquer elemento em
L?(R) pode ser representado como uma combinagio linear (possivelmente infinita)
destas fun¢oes base. A ortogonalidade de 9,1, € simples de se verificar. Por inspecao,
podemos ver que

/%‘,k i =0
sempre que j = j' e k = k' ndo forem satisfeitos simultaneamente. Se j # j',
entao os valores nao nulos de uma wavelet estarao contidos na regiao constante da
outra, o que tornard a integral igual a zero. Se j = j' e, portanto, k # k', entao o

produto serd nulo. Assim, verificamos que as fungoes 1, sao ortogonais. O valor

da constante § que torna a base ortonormal” é § = 27/2.
Para a wavelet de Haar, ¢(x) é definida como

1 se 0<xr<1
¢(z) = (2.30)

0 caso contrario

Com ¢ e 1 definidas, estamos prontos para iniciar a expansao.

Considere S = (sg,S1,-..,S2n_1) nossa amostra, de tamanho 2", de um sinal
qualquer. Este vetor pode ser associado & uma funcao f, gerada a partir de escalo-
namentos e translagoes de ¢(x), no dominio [0, 2")

2m—1

f@)=> si-p(z—k) (2.31)

A decomposi¢ao em wavelets de f(x) sera da forma

—1 92itn_1
F@) = acnobno(@)+ D> > disthjn(x) (2.32)
j=—n k=0
"Um conjunto fi, f2,..., [, serd ortonormal se < f;, fx >= 1 para j =k e < fj, fr >= 0 para

j # k; onde <,> representa o produto interno, que, para funcdes pertencentes a L2(R), é definido

como < f;(x), fr(z) >= ffooo [ () fi(z)dz [14].
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onde ¢_,o(x) = ¢(27"x —0), f(z) é uma aproximacao de f(z), e a_, o e djj sao os

coeficientes associados & ¢_,,o(z) e ¥, x(z), respectivamente.

Vamos fixar nossa amostra S e calcular a decomposicao explicitamente. Seja
S = (1,0,-3,2,1,0,1,2). A fungao f correspondente pode ser vista na Figura
2.15.

Figura 2.15: Func¢ao da amostra S em [0, 8)

Os coeficientes de (2.32) podem ser calculados diretamente, através da equagao
matricial a seguir. Observe que a matriz operadora é formada pela multiplicacao
da constante & = 27/2 pela wavelet correspondente, nos niveis de escala j = —3, —2
e —1. E importante ressaltar também, que cada equacdo descrita neste sistema é
responsavel pela representacao de uma parte do sinal. Assim, a primeira equacao
descreve a fungao no intervalo x € [0, 1), a segunda no intervalo z € [1,2) e assim
sucessivamente, e é por isso que aparecem os elementos 0 matriz operadora. Estes
sao conseqiiéncia do valor da wavelet utilizada no intervalo considerado. Por exem-
plo: a primeira equagao descreve o sinal em x € [0,1). Neste intervalo, as wavelets
Y_91(x),Y_11(x),¥_12(x),_13(z) tém valor zero. Portanto, os elementos da pri-

meira linha da matriz operadora que correspondem a cada uma destas wavelets serao
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iguais a 0.

1 ﬁi ﬁ % 0 \/ig 0 0 0 a-3,0
0 25 s F 0 =% 0 0 o0 d_s0
-3 55 35 —3 0 0 5 0 0 d_20
20 |35 35 -3 0 0 —7% 0 0 d-21
L] |5 5% 0 2 0 0 0| |du
0 5 "5 0 3 00 -5 0 d_1,
1 55 —355 0 -3 0 0 0 % d_12
_2_ _ﬁi _ﬁi 0 —% 0 0 0 —\%_ _d713_
A solucao é ) ) ~ )

a_30 \/§

d_s0 —V2

d_sg 1

doy| | -1

ool | &

d71,1 —\%

d—1,2 \/Lg

13 [ ~75)

Logo,
Fla) =V26-30(&) = VE0-30(0) + V-20(@) = ¥-21(2) + Z=t10(a)
> Yo11(x) + ! Yo12(x) — ! Y-1,3() (2.33)

V2 V2 V2
A solugao é facilmente verificavel. Por exemplo, se x €[0,1)

- 1 1 1
f(l’):\/_F \/_ \/— +E'E:1:f(l’)

O problema de se calcular os coeficientes por esta forma direta é que, a medida
que S vai crescendo, o custo computacional para resolver o sistema de equagoes se
torna muito alto. Assim, foi desenvolvido em 1989, por Stephane Mallat [14] um
algoritmo que calcula a DWT em n operagoes, dado um vetor de tamanho n, ou seja,
sua complexidade ¢ O(n). Tal algoritmo é conhecido como Transformada Rapida de

Wavelets (FWT, do inglés Fast Wavelet Transform) e é apresentado a seguir.
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2.2.3 A Transformada Rapida de Wavelets

A Transformada Réapida de Wavelets foi desenvolvida por Stephane G. Mallat
[14] e tem como base a andlise multiresolucional. Dada uma fun¢ao f(z), uma de-
composi¢ao multiresolucional produz sucessivas aproximagoes de f(z) em diferentes
escalas (ou resolugoes). Seja (7;)jez uma seqiiéncia crescente de resolugoes. Os de-
talhes de uma fungao, aproximada na resolugao 7;, sao definidos como a diferenca
entre sua aproximacao em r; e sua aproximacao em 7;_1, onde 7;_; € uma resolugao
menor que ;. E possivel mostrar que estes detalhes podem ser representados por
uma combinacao linear de wavelets, de modo que, se formos sucessivamente produ-
zindo aproximagoes de f(x) em r; e calculando sua diferenga para a aproximagao na

resolugao r;_1, podemos obter uma decomposi¢ao da fun¢ao original em wavelets.

A seguir, introduzimos os principais conceitos da analise multiresolucional e mos-
tramos como, a partir desta, se obtém a decomposicao em wavelets de uma funcao
de uma dimensao. Utilizamos a mesma notagao de [14], e procuramos seguir os
mesmos passos que ele apresenta, com o objetivo de facilitar ao leitor que deseja se

aprofundar no assunto.

Analise Multiresolucional

E de conhecimento geral que, quanto maior a resolucio® de uma foto, melhor
¢ a qualidade de sua imagem. Isto ocorre pois o aumento da resolucao implica
no aumento da quantidade de amostras que sao colhidas por unidade de area da
imagem, o que permite que mais e mais detalhes possam ser representados. A
Figura 2.16 ilustra um exemplo. Na primeira foto (a mais a esquerda), dispomos de
1 amostra para compor toda a area da imagem. Como se pode observar, com uma

amostra apenas, nao é possivel fazermos qualquer distin¢ao entre os elementos que

80 termo "resolucao" pode ser entendido como o ntimero de amostras por unidade de 4rea que
sao utilizados na representacao de uma imagem. Normalmente, a resolugao também é descrita pelo
ntmero de amostras por linha vezes o nimero de amostras por coluna de uma imagem - 1024x768,

por exemplo.
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compoe a imagem e, portanto, nao conseguimos representa-la. A medida que vamos
aumentando o nimero de amostras colhidas, conseguimos diferenciar mais e mais

detalhes da imagem, até que, finalmente, temos uma representacao nitida da letra

R.

10 % 10 20 20 50 x 50 100 = 100

1x1 Zx2 L

Figura 2.16: Representacao de uma imagem sob diferentes resolucoes.

Idealmente, gostariamos de representar a imagem de forma continua (ou com
um namero infinito de amostras), no entanto, isso nao é possivel, e assim, temos de

discretiza-la.

O objetivo da analise multiresolucional é justamente estudar as informacoes de
uma funcao sob diferentes resolucoes. Ela procura separar o que é essencial do que
é acessorio. A grande vantagem deste tipo de anélise é que ela nos permite ter a
mesma interpretacao da funcao independentemente de sua escala. Suponha, por
exemplo, que estamos estudando a imagem de uma casa. Ao trabalhamos com uma
resolucdo baixa, apenas suas caracteristicas principais (seus objetos maiores, como a
casa em si) sao distinguiveis. A medida que a resolugao cresce, mais e mais detalhes
vao aparecendo (como as janelas, ou a maganeta da porta de entrada). No entanto,

sendo a resolucao alta ou baixa, sabemos que estamos olhando para uma casa.

Aproximagao Multiresolucional

Seja r; = 27 uma resolugao, e Ay; um operador que aproxima uma fungao f(z)
na resolugdo 2/. Assumimos que f(z) € L*(R). Ay pode ser caracterizado pelas

seguintes propriedades:

1. Ay é linear. Se Ay f(x) for a aproximacdo de f(x) na resolucao 27, entdo

33



Ayg; f(x) nao é modificado se o aproximarmos na mesma resolucio 2/ nova-
mente . Isto significa que Ay 0 Ay; = Ayj. Podemos entender Ay como um
operador de projegio no espago vetorial V,; C L2(IR), que por sua vez, pode ser
interpretado como o conjunto de todas as aproximacoes possiveis, na resolucao

27 de fungoes em L*(R).

. Dentre todas as aproximagoes de f(x) na resolucao 27, Ay f(z) é aquela que

mais se assemelha a f(z), i.e,

Vg(x) € Voi, [l g(z) = f(a) | = | Az f(z) = f() |- (2.34)
Portanto, o operador Ay é uma projecao ortogonal no espaco vetorial Vy;.

. A aproximacao de uma funcao na resolucao 2°*! contém todas as informacoes
necessarias para se aproximar a mesma funcao na resolucao 2’. Este principio

(conhecido como principio da casualidade) é equivalente a

VJ S Z, ng C V2j+1. (235)

. A operagao de aproximagcao é similar para todas as resolucoes. Isto significa
que os espacos de funcoes de aproximacao devem ser derivados uns dos outros,

escalonando-se cada funcao de aproximagao pela taxa de seu valor de resolucao:

Vj € Z, f(x) eV, & f(QIB) € Vyjt1. (2.36)

. A aproximacao Ay f(x) de f(x) pode ser caracterizada por 2/ amostras por
unidade de comprimento, e se f(x) for transladada de uma quantidade propor-

cional a 277, entao Ay f(r) também sera transladada da mesma quantidade.

. Ao computarmos uma aproximacao de f(z) na resolucao 27, uma quantidade
de informagao sobre f(x) é perdida. Entretanto, a medida que j — 400, o sinal
aproximado converge para o sinal original. Inversamente, quando 7 — —o0, e
a resolucao decresce a zero, aproximagao contém menos e menos informagoes

€ converge para zero.
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Denominamos qualquer conjunto de espagos vetoriais (Vy;);ez, definidos acima, uma

aproximacgao multiresolucional de L?(R).

Vimos que operador A,; é uma projegao ortogonal no espaco vetorial Vy;. Por-
tanto, para caracteriza-lo numericamente, precisamos encontrar uma base ortonor-
mal de Vy. O teorema a seguir, tirado de [14], mostra que uma base deste tipo

existe, e pode ser definida pela dilatagao e translagdo de uma tnica fungao ¢(x).

Teorema 1 Seja (Vyi)jcz uma aprozimagiao multiresolucional de L*(R). Emiste
uma tinica fung¢io ¢(x) € LA(R), chamada de fungio de escala , tal que, se definir-

mos ¢gs (1) = 2¢(27x) para j € Z (dilatagdo de ¢(x) por 27), entdo

(\/ 27 g (x — 2jn)>
nez
forma uma base ortonormal de Vy;.

Podemos agora encontrar a projecao ortogonal de f(x) em V,;. Esta sera dada pela
combinagao linear das bases definidas no Teorema 1:

—+00

Vi) € LAR), Asif(x) =27 Y (f(u),¢i(u—27n)) ¢z —27n) (2.37)

Observe que Ay f(x) é formada pela soma ponderada de fungoes ¢,;, cujos respec-
tivos coeficientes sao dados pelos produtos internos
441 = ({00 (- 27m) (2.38)
nez

Denominaremos de AZ, f a aproximagao discreta de f(x) na resolugao 27.

A Figura 2.17, tirada de [14], ilustra um exemplo de uma fungao de escala ¢(z)
e sua transformada de Fourier. Olhando para 2.17(b), fica evidente que a fungao
¢(z) & um filtro passa-baixo (do inglés low-pass filter), uma vez que é composta
apenas por baixas freqiiéncias. Portanto, a aplicagao de A,j, na fun¢ao f(x), nada
mais é que a aplicacao de um filtro passa-baixo, que retira suas componentes de alta

freqiiéncia, seguido por uma amostragem uniforme a taxa 27.
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Figura 2.17: (a) Exemplo de uma fungao de escala ¢(z) e (b) sua transformada de

fourier p(w). Observe que ¢(x) é um filtro passa-baixo.

Nesta subsegdo, vimos como calcular a aproximagao de f(z) na resolugao 27. A
seguir, mostraremos como esta aproximacao pode ser calculada a partir da aproxi-
macao em 271 e assim, construiremos um algoritmo piramidal para o calculo das

aproximacoes.

Transformada Multiresolucional

Na pratica, ndo ha como medirmos um sinal (uma fungao) de forma continua;
podemos apenas amostra-lo de tempos em tempos. Portanto, os sinais dos fenome-
nos com os quais trabalhamos ja se encontram aproximados em uma determinada
resolucao. Assumiremos, no restante desta secao, que nosso sinal original encontra-
se aproximado na resolucao 1. Intuitivamente, isto significa que nosso intervalo de
amostragem corresponde a unidade de tempo. Assim, podemos dizer que nosso sinal

original amostrado é uma aproximacio de f(z) na resolucio 1, e é dado por A¢f.

Pelo principio da casualidade, podemos calcular todas as aproximacoes Agj f,
para j < 0, a partir de A{f. Seja (Vy)ez uma aproximagao multiresolucional
cuja funcao de escala correspondente é ¢(x). Pelo Teorema 1, a familia de fungoes
(\/ﬁgbgj-ﬁ—l (x—2*j*1k)> forma uma base ortonormal para (Vyj+1)jez. Sabemos

keZ
que, para todo n € Z, a fungao ¢, (x — 279n) pertence a Vy;, que por sua vez, esta
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incluido em Vy;+1. Logo, podemos expandi-la nas bases Vy;+1. Fazendo tal expansao,

e mais algum algebrismo (que pode ser visto em [14]), podemos mostrar que

<f(u), Pai (u — 2_jn)> - Z <¢271(u), ¢u— (k- 2”))> : <f(u), Goi+1(u — 2_j_1k)>

k=—o0
(2.39)
Seja H um filtro discreto cuja resposta é dada por
Vn€Z, h(n)={go-1(u),d(u—n)) (2.40)

e seja H seu filtro espelho (do inglés mirror filter), cuja resposta é h(n) = h(—n).

Inserindo (2.40) em (2.39) obtemos

(f(u), dos(u—27n)) = Y h(2n — k){f(u), o (u—277'k)) (2.41)

k=—o00

que nos mostra que podemos obter Agjf de Ang , passando o ultimo pelo filtro
H e mantendo uma de cada duas safdas®. E importante ressaltarmos que cada
aproximacao Agjf, para j < 0, terd 2/N amostras, onde N é a quantidade de
amostras do sinal original. Isto ocorre pois, quando passamos da resolucao 2/*! para
a resolucao 27, as funcoes ¢,; dobram de tamanho, e, portanto, passamos a utilizar
apenas uma funcao para representar um trecho do sinal que antes era aproximado

por duas. Um esquema deste processo é ilustrado na Figura 2.18.

onde: passagem pelo filtro X
manter 1 de cada 2 anpstras

Figura 2.18: Esquema de obtencao da aproximacao Agjf a partir de Angrlf.

Assim, mostramos como todas as aproximacoes Agjf, para j < 0, podem ser

obtidas de A{f. A Figura 2.19 ilustra um exemplo de aproximacoes de um sinal

9Na nova resolucio, o intervalo de amostragem dobrou. Este processo ¢ conhecido como down-

sampling
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qualquer produzidas em trés resolucoes diferentes. Mais detalhes sobre as proprie-

dades do filtro H podem ser vistas em [14].

Sinal Original

400

300

200

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Aproximagcao em 2
400

300

200

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Aproximagcéo em 27

400

300

200

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Aproximac&o em 2°
400

300

200

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Figura 2.19: Exemplo de um sinal aproximado em trés resolucoes distintas.

A Representacao por Wavelets

Conforme dissemos no inicio desta secao, a decomposicao em wavelets serd cons-
truida a partir da informacao que se perde a cada aproximacao do sinal nos niveis
de resolucao 2/ para j € Z~. A informacao perdida na resoluciao 2/ é definida como
a diferenca entre as aproximacoes nas resolucoes 2+ e 2/, e é denominada de sinal
de detalhe (do inglés detail signal). Assim como uma aproximagao na resolugao 27,
nada mais é do que uma projecao em Vy;, é possivel mostrar que, o sinal de detalhe,

na resolucao 27, também é uma projecao ortogonal do sinal original, s6 que em Q;,
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o complemento ortogonal de Vy; em Vy;41, isto é

@, é ortogonal a Vs,

09 ®Vy = Vyina

Do mesmo modo que fizemos para Vy;, precisamos encontrar uma base ortonor-
mal para Q,;, a fim de computar a projecao ortogonal de f(z) neste espaco. O
teorema a seguir é muito semelhante ao Teorema 1, e mostra que uma base deste
tipo existe, e pode ser formada por escalonamentos e translagoes de uma funcgao

Y (z). Sua prova pode ser encontrada em [14].

Teorema 2 Seja (Vi) ez um espago vetorial multiresolucional, ¢(x) sua fungao de
escala, e H seu filtro correspondente. Seja 1 (x) uma funcao cuja transformada de

Fourier € dada por

com G(w) =e “H(w+7) (2.42)

e s (2) = 21(202) a dilatagio de (x) por 2. Entio (WW (z — Z‘jn)) é

nez
uma base ortonormal de Oy e

(V 2791y (2 — Tj”))
(n,j)€Z?
¢ uma base ortonormal de L2(R), e 1 (x) é denominada uma wavelet ortogonal

(do inglés orthogonal wavelet).

O Teorema 2 mostra, também, como podemos construir uma wavelet: partimos de
um filtro H (cuja transformada de Fourier deve satisfazer a determinadas condigoes
descritas em [14]), encontramos sua fungao de escala ¢(x) correspondente e, usando

a equacao (2.42), determinamos a wavelet ¢ (x).

Seja P,; o operador de projecao ortogonal em Q. A decomposicao de f(x) em
wavelets na resolucao 2/, que nos fornece o sinal de detalhe na mesma, é, portanto,

dada por
Py f( _2ﬂz<f i (u = 277n) ) doi(x — 277n) (2.43)

n=—oo
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Analogamente a Ay f, Py f é caracterizado pelos produtos internos < f(u), o (u —

277n)). Assim, podemos definir

Do f = ({F(w), iz (u = 27m)) (2.44)

nez
como o sinal de detalhe discreto (do inglés discrete detail signal) de f(z) na

resolugdo 27. Ele contém a diferenca de informagao entre A4, f e Al f.

A Figura 2.20(a) mostra a wavelet 1(x) associada a func¢ao de escala ¢(x) da
Figura 2.17. Em 2.20(b) podemos observar que a wavelet é um filtro passa-faixa (do
inglés band-pass filter), cujas bandas de freqiiéncia sao, aproximadamente, iguais a
[—27m, —7] U [m,27]. Assim, o sinal de detalhe Dy, f descreve f(z) nas bandas de
freqiiéncia [—277Fr, =27 7] U [277 7,277 1], Mais detalhes sobre como, dada uma
wavelet, conseguimos representar todas as freqiiéncias de uma funcao, podem ser

encontrados em [16]. Podemos agora montar uma descri¢io completa de A¢f, nossa

15

x o
€ ol

Figura 2.20: (a) Exemplo de uma wavelet ¢(z) e (b) sua transformada de fourier

(w). Observe que ¥ (x) é um filtro passa-faixa.

amostra original do sinal f(z). Para J > 0, esta representagao tem a forma

(A5-s f, (D f)-rejc) (2.45)

Este conjunto de sinais discretos é denominado uma representacao ortogonal por
wavelets (do inglés orthogonal wavelet representation). Note que esta representagao
consiste em um sinal de referéncia, dado pela aproximacao As—s f na resolucio 277

mais os detalhes nas resolucoes 2/ para —J < j < —1.
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Transformada de Wavelets

Da mesma forma que fizemos para Agj f, podemos demonstrar que D,; f pode ser
calculado a partir de A%, f. Como ¢y (x — 27n) pertence & Qy; C Vi1, podemos
expandi-la nas bases de Vy;+1. Fazendo tal expansao e mais alguns algebrismos,

chegamos a

400
(Flu)ai(u=27n)) = Y (Y1 (u), du — (k= 2n))) - (f(u), doss(u—2777"k))
o (2.46)
Seja GG um filtro discreto cuja resposta é dada por
g(n) = (Ya-1(u), ¢(u — n)) (2.47)

e G o filtro simétrico a G, com resposta j(n) = g(—n). Inserindo (2.47) em (2.46)

temos

+o0

(F(u)yai(u=27n)) = 3 §(2n = k)(f(u), $orer (u — 2777'k)) (2.48)

k=—o0

que nos mostra que podemos obter o sinal de detalhe D,; f passando Agﬁlf pelo
filtro G e mantendo uma de cada duas saidas. Assim, a representacao em wavelets de
um sinal discreto pode ser computada através da decomposicao sucessiva de A%H f
em Agjf e ngf, para —J < 7 < —1. Um esquema deste algoritmo ¢ ilustrado na

Figura 2.21.

T S I S S LY YT S

onde: passagempelo filtro X
manter 1 de cada 2 anpstras

Figura 2.21: Esquema da transformada discreta de wavelets.
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A equagao (2.42) do Teorema 2 nos mostra que os filtros G e H estao relacionados.
Mais especificamente

g(n) = (=1)"""h(1 —n) (2.49)

G é o filtro espelho (do inglés mirror filter) de H, e do tipo passa-alto (do inglés
high-pass filter). Na area de processamento de sinais, G e H sdo conhecidos como
quadrature mirror filters. A equagao (2.48) pode ser interpretada como uma filtra-

gem passa-alto do sinal A%, f.

Se o sinal original é composto por N amostras, entao cada um dos sinais discretos
AL f e Do f tém 27N amostras'®. Portanto, a representagio por wavelets (2.45)
contém a mesma quantidade de amostras, N, de A?f, nossa amostragem original de
f(z). A Figura 2.22 ilustra os detalhes obtidos das aproximagoes do sinal utilizado
na Figura 2.19. Observe que, nos pontos onde Asj+1 f e Ay f sdo significativamente

diferentes, os detalhes apresentam uma grande amplitude.

ON3z0 esqueca que j < 0!
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Figura 2.22: Exemplo de detalhes de um sinal aproximado em trés resolucoes dis-

tintas.

Um Exemplo

A fim de clarear os conceitos e o algoritmo descrito anteriormente, ilustramos,
a seguir, o processo da transformada discreta de wavelets através de um exemplo.
Escolhemos trabalhar com o mesmo sinal utilizado no inicio desta secao, e, nova-
mente, com a wavelet de Haar. Suponha que S = (1,0,—-3,2,1,0, 1,2) seja nossa
amostra, discreta, do sinal f(x) a ser estudado. Sabemos que a aproximacao de S
na resolucao 2/ é composta de 2/ N amostras. Portanto, a resolucdo minima com a
qual podemos trabalhar ¢ 273 = 1/8, na qual nossa aproximacao serd composta de,

apenas, uma amostra (uma funcao ¢).

O algoritmo para calcular a DW'T consiste em, iterativamente, ir passando a
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aproximacgao Agj+1 pelos filtros H e é, até que tenhamos uma aproximacao na
resolucdo minima 277, que, no caso, ocorre para J = 3. A Figura 2.23 ilustra o

processo completo da transformada.

S=Alf
12 1 0 -3 2 1 0 1 2 12
Al f D-f
i 1 1 1 3 1 5 1 1
Hl20 e va V2 2 712 V2 V2 V2R
Ang D22f
i |2 0 2 G 12 1 -1
d
Al f D, +f
V2 -2

Figura 2.23: Transformada discreta de S utilizando a wavelet de Haar.

Obtemos, desta forma, como resultado da transformada, os coeficientes

(\/57(_\/5)7(17_1)7(%7_%’%7_%)) (250)

idénticos aos obtidos em (2.33) quando os calculamos diretamente.

2.2.4 A Transformada Rapida Inversa de Wavelets

Assim como construimos uma representacao em wavelets de um sinal discreto S,
podemos, através de um algoritmo piramidal, reconstruir o sinal original S dada sua

decomposicao em wavelets. Vimos que Oy é o complemento ortogonal de V,; em

Vi1, portanto, (V27 ¢g;(x—27n), v/2~9¢)y (x —279n)) __ é uma base ortonormal

ne”

de Vyi+1. Se decompusermos ¢o;+1(x — 27771n) nesta base, utilizarmos os filtros H
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e G, e fizermos algum algebrismo (que pode ser visto em [14]), chegamos a

(f(u), doer(u—27""0)) =2 Y h(n = 2k){f(u), dos (u — 277k)))
+2 i g(n —2k){(f(u), ¥ (u—277k)))  (2.51)

A equagao (2.51) nos mostra que Angf pode ser reconstruida se colocarmos

zeros entre cada amostra de Agj f e Do f, passarmos os sinais resultantes pelos

filtros H e G respectivamente, e somarmos os resultados. A Figura 2.24 ilustra este

esquerlna.
_'Agjf - T 2 1 H _@—_’ A(2£J+1f—> e

onde: passagem pelo filtro X

colocar 1 zero entre 2 amostras
multiplicagéo por 2

Figura 2.24: Esquema da transformada discreta inversa de wavelets.
A Figura 2.25 ilustra o processo de reconstrucao de nosso sinal S = (1,0, -3, 2,1,
0,1,2), utilizado nos exemplos anteriores, a partir de sua decomposi¢ao calculada

com a transformada discreta de wavelets, na qual trabalhamos com a wavelet de

Haar.
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Figura 2.25: Transformada discreta inversa de S utilizando a wavelet de Haar.

2.2.5 Remocao de Ruidos

Na secao anterior, vimos que a DWT decompde uma funcao através de suces-
sivas suavizagoes, pela aplicacao do filtro H , € que, a cada suavizagao, os detalhes
sao retirados pelo filtro G. Ao final, a funcao é representada pela soma de diversas
wavelets, cujos coeficientes estao diretamente associados & intensidade dos detalhes.
Se estes detalhes forem pequenos, podemos omiti-los, sem que isso altere significa-
tivamente as caracteristicas principais do sinal. Para tal, elaboramos uma politica
(conhecida como thresholding) que muda para zero cada coeficiente de wavelet cujo

valor seja menor que um determinado threshod A. Assim, esperamos "limpar'a
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funcao original, retirando detalhes nao importantes, que sao considerados ruido.

Como exemplo, vamos usar novamente nossa amostra S = (1,0,-3,2,1,0,1,2).

A DWT de S nos da, como resultado, o vetor de coeficientes (\/5, —/2,1, -1, LQ, —%,

\%, _\/Li) Se decidirmos que todos os coeficientes menores que 0.9 representam
ruido, e os substituirmos por zero, entao o vetor resultante sera (\/5, —v/2,1,-1,0, —%,

0,0). A Figura 2.26 ilustra a aproximagao f(x) apo6s a remocao do ruido.

Figura 2.26: Funcdo f(z) apos a remocio de ruidos. Compare-a com a Figura 2.15.

O processo de thresholding pode ser dividido em duas partes. Na primeira, é
escolhida a funcao de threshod T. As duas opcoes sao: hard e soft thresholding,

cujas politicas sao dadas por

d se |d| >\
Tlmml(d7 )\) — ’ |
0 senao
d
Tsoft(d, A = d— (E)\) se |d| > A

0 senao
e suas diferencas podem ser vistas na Figura 2.27

O proximo passo é a escolha do treshold A. Existem diversos métodos para
se fazer essa escolha, dentre os quais podemos citar o Universal Treshold [12]| e
SURE (Stein’s Unbiased Estimator of Risk) [12]. O primeiro usa um threshold fixo

AV = /2logné e sua idéia central é remover todos os coeficientes menores que o
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Figura 2.27: Politicas de thresholding: (a) hard thresholding e (b) soft thresholding.

maximo valor esperado de uma amostra de uma variavel aleatoria i.i.d de tamanho
n. O segundo estima o risco de um determinado threshold X\, minimiza esse risco, e

entdo encontra o valor de .
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Capitulo 3

Modelos de Previsao de Séries

Financeiras

Existem, basicamente, dois tipos de modelos que sao utilizados na previsao de
variaveis econémicas. Os primeiros, chamados de modelos de regressao, relacionam
a variavel a ser estudada a um conjunto de outras variaveis, as quais, acredita-se,
influenciam o comportamento da primeira. Por exemplo, podemos tentar prever uma
taxa de juros de curto prazo usando um modelo de regressao que relaciona-a ao PIB,
aos precos, e a oferta monetaria, caso acreditemos que o comportamento destas trés
variaveis explique, de forma satisfatoria, o comportamento da taxa de juros. Existem
diversos problemas neste tipo de abordagem, dentre os quais podemos citar a possivel
falta de dados sobre todas as variaveis explanatoérias. Isto ocorre principalmente com
variaveis que sao influenciadas por um enorme conjunto de fatores sobre os quais
pouco se conhece, como o clima meteorologico, mudancas de gosto, ou movimentos
de manada desencadeados por fatores psicologicos. Ainda hé& casos em que, para
obtermos uma previsao a partir de uma equagao de regressao, é necessario fazer
uma previsao das proprias variaveis explanatorias, o que pode ser mais dificil do que

prever a variavel principal.

As dificuldades encontradas nos modelos de regressao levaram ao desenvolvi-

mento de um segundo tipo de modelo, o chamado modelo de séries temporais. Este

49



tenta inferir o comportamento de uma variavel observando apenas seu passado. Ele
assume que existem padroes de comportamento que se repetem ao longo do tempo,
e que estes, uma vez identificados, podem ser utilizados para se construir uma pre-

viSao.

O capitulo a seguir descreve, de forma sucinta, alguns dos modelos de previsao
de séries financeiras mais comuns encontrados na bibliografia. Dedicamos uma sec¢ao
a cada modelo, na qual fazemos uma breve descricao sobre suas principais caracte-
risticas e, em seguida, citamos alguns trabalhos que o utilizam na previsao do preco

do petroéleo, e seus resultados.

3.1 Regressao sobre Variaveis Fundamentalistas

O principal fundamento responsavel pela flutuacao do preco de um ativo ou de
uma commodity é o balanco entre sua demanda e sua oferta. No caso do petroleo,
este balango é ditado basicamente por duas atividades: exploracdo/produgao e re-
fino/comercializagdo. A primeira é responsavel por garantir a oferta, e tem como seu
principal personagem a organizagao dos paises exportadores de petroleo, conhecida
como OPEP. A segunda é responsavel pela demanda. As refinarias compram o6leo
cru e o refinam, produzindo os derivados de petréleo que sao entao comercializa-
dos as industrias e a populacao. Apesar de aparentemente simples, esse balanco é
bastante complexo, pois depende de uma série de fatores volateis e, muitas vezes, im-
previsiveis. Guerras e tensoes politicas podem rapidamente fazer desaparecer parte
da oferta, como ocorreu durante o primeiro choque do petréleo em 1973, ocasiao na
qual a OPEP decidiu suspender suas exportacoes para os paises que apoiavam Israel
na guerra de Yom Kippur. O crescimento econémico (ou recessao) de paises provoca
alteracoes na demanda; invernos mais quentes ou mais frios mudam a demanda por
determinados derivados; furacoes podem destruir plataformas produtoras cortando

temporariamente a oferta; inflacao; desvalorizacao do dolar, etc.

A quantidade (e imprevisibilidade) de fatores que influenciam o prec¢o do petro-
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leo torna sua previsao por regressao de fundamentos uma tarefa dificil. Entretanto,
h& uma variavel que, teoricamente, resume de forma satisfatoria o balanco entre a
demanda e a oferta: o nivel dos estoques de petroleo. Devido aos riscos existentes
do lado da oferta, e da volatilidade de preco, uma grande parte da industria consu-
midora de petroleo mantém estoques do mesmo. Os estoques, além de oferecerem
protecao contra eventuais aumentos de preco, também permitem maior flexibilidade
e velocidade de resposta em caso de aumento repentino da demanda. Assim, em
teoria, o nivel destes estoques funciona como um medidor do equilibrio entre a de-
manda e a oferta. Um estudo mais profundo da relacao entre estoques e precos pode

ser visto em [17].

Partindo do pressuposto acima, [18| constroi um modelo de previsao mensal do
preco do petréleo fazendo uma regressao deste sobre o nivel relativo de estoques dos
paises da Organizacao para Cooperacao e Desenvolvimento Econdémico, a OECD
(do inglés Organisation for Economic Co-operation and Development). O nivel
relativo de estoques é definido como a diferenca entre o nivel real e um nivel normal,
determinado historicamente por uma regressao. A equacao de regressao proposta

por [18] é

k k
WTL = ap + ey WTL_y + Y BRINe; + > (MLIN,; + ANLIN2, )+
=0 =0

k 6
> (SHIN,; + 66;HIN2,_;) + > ¢:DSEPOL; + yLAPR99 +¢,  (3.1)

=0 1=0
onde «g, aq, B, Ais AN, 05, 00;, ¢,y sao os parametros a serem estimados; WTI, é o
preco do WTT no tempo ¢; RIN é o estoque relativo; LIN, LIN2, HIN, HIN2 sao
variaveis nao-lineares referentes aos niveis baixo e alto dos estoques; DSEPO01 e
LAPR99 variaveis dummy que capturam os efeitos de 11 de setembro de 2001 e
abril de 1999, respectivamente, e £, um erro. Este modelo é uma evolucao de outros

mais simples, propostos pelos mesmos autores em [19, 20|

O modelo acima apresenta resultados preditivos satisfatérios. Entretanto, ele
tem o inconveniente de necessitar do nivel dos estoques no tempo ¢, para fazer a

previsao do preco no tempo t, de modo que a regressao ¢ dependente da previsao de

ol



uma de suas variaveis explanatorias’.

Recentemente, [22]| argumentou que, a partir do ano de 2004, esta relacao entre
preco e niveis de estoque parece ter se enfraquecido, o que é observado pelo surgi-
mento de um prémio nos pregos reais sobre os precos previstos pelo modelo (3.1).
O autor, entao, testa novas variaveis na tentativa de explicar este descolamento do
preco. Seus resultados indicam que o aumento da especulagao parece ser a principal

causa do surgimento deste prémio.

3.2 Modelos Lineares de Séries Temporais

A seguir, descrevemos, de forma breve, alguns dos modelos de séries temporais
lineares mais conhecidos. Eles se aplicam tanto aos processos estacionarios? quanto
aos nao-estacionarios homogéneos®. Uma discussao mais abrangente e detalhada de

cada modelo pode ser encontrada em [23, 24].

3.2.1 Passeio Aleatorio

O modelo de série temporal mais simples é o passeio aleatorio (RW, do inglés
random walk). Na sua forma mais comum, cada mudanga sucessiva em y; é extraida,
independentemente, de uma distribuicao de probabilidade com média 0 e varianca

0.2

Yt = Ye—1 + & (3.2)

2

onde £; tem média 0 e varianca o°. Este modelo é normalmente usado como refe-

réncia de comparagao no teste de outros modelos.

YA US Energy Information Administration (EIA) [21] fornece, gratuitamente, previsdes dos

estoque de petroleo da OECD.
2Um processo ¢é dito estacionario quando as caracteristicas do processo estocéstico subjacente

nao mudam com o tempo. Uma definicdo mais formal pode ser vista em [23, 24].
3Um processo ¢ dito nio-estacionario homogéneo quando pode ser diferenciado uma ou mais

vezes para produzir um processo estacionario.
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Se a hipotese de eficiéncia de mercado é correta, entao espera-se que o preco de
uma mercadoria siga um passeio aleatorio, de modo que nenhum investidor pode ob-
ter lucros excepcionais seguindo alguma regra para tomar suas decisoes de compra e
venda. De fato, tal hipotese é, normalmente, assumida para os mercados financeiros
a vista, como o mercado de ac¢oes. Entretanto, [24| afirma que o mercado spot do
petroleo nao segue um passeio aleatorio, porém faz a ressalva de que isto nao sig-
nifica que um investidor possa obter retornos excepcionais na comercializacao desta

mercadoria.

|25| utiliza um modelo RW como referéncia no teste de seu modelo de Redes
Neurais para a previsao do preco futuro do petréleo. Seus resultados indicam que o
mercado de petroleo nao é eficiente, e que ha como explorar esta ineficiéncia usando

modelos mateméaticos nao-lineares, como as redes neurais.

3.2.2 Modelo de Média Modvel

No processo de médias moveis de ordem ¢, cada observacao de y(t) é gerada por
uma média ponderada de ¢ perturbacoes aleatérias ;. Denotamos este processo

como MA(q) e o definimos como
Yy =p+e+ 01601+ 06 0+ + eq{ft_q (33)

onde {e;} é uma seqiiéncia de variaveis aleatorias, nao correlacionadas, com média
0 e varianca o2, e {6,} seus respectivos coeficientes. Seqiiéncias deste tipo sao
conhecidas como ruido branco (WN do inglés white noise) e, para representé-las,

usamos a notagao {&;,} ~ WN(0, o?).

3.2.3 Modelos Auto-Regressivos

No processo auto-regressivo de ordem p, a observacao corrente y; é gerada por

uma média ponderada de p observagoes anteriores mais uma perturbacao aleatéria
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g;. Denotamos este processo como AR(p) e o definimos como

Yt = O1Yi—1 + Q2o+ -+ OpYp—p + 0 + &4 (3.4)

onde {&;} ~ WN(0,0?) e § esta relacionado com a média p do processo da seguinte

forma:

B )
TG0

p (3.5)

3.2.4 Modelos Auto-Regressivos e de Médias Mobveis

Muitos dos processos aleatorios estacionarios nao podem ser modelados apenas
como médias moveis ou apenas como auto-regressivos, pois possuem qualidades de
ambos os tipos de processo. Assim, surge uma extensao logica que combina-os,
formando o modelo auto-regressivo e de médias moveis de ordem (p, q), onde p é a
ordem da auto-regressividade e ¢ a ordem da média moével. Denotamos este processo

como ARMA(p, q) e o definimos como
Y =011+ Qoo+ -+ Opy—p+ 6+ + 01641 + Os5i o+ -+ 06—, (3.6)

onde ¢ ¢ definido em (3.5) e {&,} ~ WN(0, ¢?)

3.2.5 Modelos ARIMA

Os modelos ARMA assumem que a série temporal modelada é estacionaria. En-
tretanto, na pratica, muitas das séries com as quais trabalhamos nao sao estaciona-
rias, mas podem ser transformadas em séries estacionarias quando as diferenciamos

uma ou mais vezes. Dizemos que y; ¢ homogénea estacionaria de ordem d se
w, = Ay, (3.7)
¢ uma série estacionaria. A é o operador de diferenciacao, definido como
Ay =Yyt — Y11 AQ% = Ay — Ay (3.8)

e assim por diante. Dada a série wy, podemos voltar a y; pela soma de w; num total

de d vezes, da forma y; = Zd Wy.
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Uma vez que a série y; tiver sido diferenciada, produzindo w;, podemos modelar
w; como um processo ARMA. Se w; = Ay, e w; é um processo ARMA(p, ¢), entdo
dizemos que y; ¢ um processo auto-regressivo integrado e de médias moveis de ordem

(p,d, q) ou simplesmente ARIMA(p, d, q).

Em [26] é utilizado um modelo ARIMA(1,1,0) para prever o pre¢o do petroleo
ao final de um horizonte de tempo de um més. Seus resultados desencorajam a utili-
zacao do ARIMA pois, por ser um modelo linear, nao consegue capturar a dinamica
nao-linear do processo, que é bastante presente. Os resultados sao avaliados em ter-
mos do erro médio quadratico e de um indice de acerto de dire¢ao, chamado de Dg,.
Este dltimo indica a taxa de acerto da previsao da direcao do preco. Num periodo
de teste que vai de Janeiro de 2000 a Dezembro de 2003, o ARIMA obtém uma D
de 54%, inferior a taxa de acerto de outros modelos nao-lineares testado no mesmo

artigo. Um resultado semelhante é verificado para o erro médio quadratico.

3.2.6 Modelos GARCH

Ao construirmos um modelo de regressao, em alguns casos, hd motivos para se
acreditar que a variancia do erro muda ao longo do tempo, e ¢ dependente dos erros
passados. Em tais processos, fica evidente que ocorre uma aglomeracao, no tempo,
de erros grandes e pequenos. Por exemplo, ao modelarmos um ativo financeiro,
como o preco de uma acao ou de uma commodity como o petroleo, fica muito claro
que ha periodos que apresentam alta volatilidade, e outros nos quais a volatilidade
é baixa. Nestes casos, dizemos que ha um tipo de heterocedasticidade presente, em
que a variancia do erro da regressao depende da volatilidade dos erros no passado

recente.

O modelo generalized autoregressive conditional heterocedasticity, conhecido como
GARCH, foi introduzido para melhorar a regressao de variaveis que possuem caracte-
ristica heterocedastica. Ele relaciona a variancia do erro ao tamanho da volatilidade

observada em periodos recentes e sua variancia. Um modelo GARCH(p, q) ¢ definido
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como
2 _ 2 2 2 2
oy = ap+ i€ g+ F s, H Ao e+ Aoy, (3.9)

onde o? é a variancia do erro no tempo t, e & o erro no tempo t. A estimagao

dos parametros do GARCH é feita juntamente com a estimacao dos parametros da

regressao.

A utilizagao de modelos GARCH é muito comum na modelagem de ativos fi-
nanceiros que usam dados didrios ou semanais, 0os quais quase sempre apresentam
o tipo de heterocedasticidade descrito acima [24]. Em [27] é utilizado um modelo
GARCH para construir intervalos de confianca sobre a previsao feita pelo contratos
futuros de um més do preco do 6leo tipo Brent. O trabalho afirma que os contratos
futuros nao conseguem prever corretamente nem a direcao do prego, acertando, em
média, apenas 50% das vezes. Entretanto, seu desempenho como preditor pode ser
melhorada construindo-se intervalos de confianca da previsao, o que é feito utili-
zando o GARCH. Um aumento do intervalo de confianca indica que a capacidade

de previsao dos contratos futuros deve cair.

3.3 Modelos nao Lineares de Séries Temporais

3.3.1 Redes Neurais e Sistemas Especiais

Uma rede neural artificial (ANN, do inglés artificial neural network) é um mo-
delo matematico nao-linear, baseado nas redes neurais biologicas. Ela é representada
por um grupo de noés (ou neurénios), interconectados, pelos quais flui informagao,
de maneira semelhante aos neuronios no cérebro humano. As ANN foram introdu-
zidas em 1943 e sao, hoje em dia, bastante utilizadas na area de reconhecimento de

padroes.

Uma ANN é composta de camadas, cada qual contendo um certo nimero de
nos. As principais camadas sao as de entrada, por onde entra informacgao na rede,

e saida, por onde saem as respostas da rede. A camada de entrada pode afetar
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diretamente a camada de saida, entretanto, o mais comum ¢é que haja uma ou mais
camadas intermediérias, conhecidas como camadas ocultas. A Figura 3.1 ilustra
esta estrutura.

Oculta
Entrada

Saida

Figura 3.1: Estrutura em camadas de uma ANN

Seja X = x; o vetor das varidveis de entrada de uma ANN. Suponha que a ANN
tenha uma camada oculta de nés h; e apenas uma variavel de saida y. O j-ésimo né

da camada oculta é definido como

hj = fz (OZOJ' + Z w,]x,) (310)

onde z; corresponde a i-ésima varidvel de entrada. A constante g ; e 0os pesos
w;; precisam ser estimados. A funcao f; é normalmente conhecida como funcao de
ativagao, e determina (a partir de um threshold) se a saida do n6 atual deve ser
propagada ao no6 seguinte ou nao. A camada de saida pode, entao, ser definida

como , p
Yy = ago + Z QoL + ijohj (3.11)
i=1 j=1

onde I = ntmero de variaveis de entrada e J = ntmero de nds na camada oculta.
Note que, nesta rede, os valores de entrada afetam diretamente os valores de saida.
Seus parametros, normalmente, sao estimados utilizando um algoritmo de treina-
mento iterativo. A cada passo, o algoritmo vai ajustando seus valores de forma a
reduzir alguma medida de erro (como o erro médio quadratico) das saidas dadas
pela rede em relacao as saidas reais. Este processo é chamado de aprendizado da
rede. Uma discussao mais profunda e detalhada sobre redes neurais pode ser vista

em [28].
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Uma busca rapida na bibliografia mostra que as ANN tém sido uma ferramenta
bastante utilizada na previsao de séries financeiras devido a sua capacidade de reco-
nhecimento de padroes. [25] utiliza uma ANN para emitir sinais diarios de compra
e venda no mercado spot de petréleo. Seus resultados indicam que é possivel obter
ganhos extraordinarios utilizando a ANN. Em [29] uma ANN ¢ utilizada em con-
junto com outras duas ferramentas de inteligéncia artificial, uma ruled based expert
system (RES) e uma web-based text minig (WTM), para a previsao mensal do preco
do petroleo. Enquanto a ANN é utilizada para fazer a previsao dos precos, as outras
duas ferramentas sao utilizadas na busca (na Internet) de fatos significativos que
por ventura possam ter ocorrido no passado recente. Com o resultado da busca, a
previsao é entao ajustada. A lista de fatos é pré-selecionada, e pode ser vista em
[29]. Ela inclui, entre outros, guerras, embargos e crises economicas. Os resultados

encorajam a utilizacao de um sistema de previsao como este.

Em [26], um tipo especial de algoritmo de rede neural chamado de support vector
machine (SVM) é utilizado também na previsao do prego do petroleo. Ele compara
seus resultados aos de uma ANN normal e ao modelo ARIMA, e conclui a favor
do SVM, ressaltando, no entanto, que a ANN também tem significativa capacidade

preditiva.

3.3.2 Modelos de Markov Ocultos

A teoria por tras dos modelos de Markov ocultos esta descrita no capitulo 2. Em
[30] os autores utilizam uma cadeia de Markov oculta com observagoes continuas
para a previsao de séries financeiras como, o indice S&P 500 e da taxas de cambio.
Em cada estado oculto, eles utilizam um modelo de emissao de simbolos, como um
AR ou uma rede neural. Assim, ao invés da matriz de emissao B, ha um novo
conjunto de parametros #z que é composto pelos parametros do modelo de emissao
utilizado. O modelo fornece como saida uma distribuicao da variacao percentual
do ativo, e usa sua média como valor previsto. O fato de se ter a distribuicao

também permite que seja feito uma analise de risco das previsoes. Seus resultados
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sao comparados aos de uma rede neural feed-forward, & um modelo auto-regressivo
e a uma estratégia de buy-and-hold, e indicam que a HMM tem um desempenho

superior aos trés no periodo testado.

O trabalho de [31] se baseia em [30] e faz uma modificagao no algoritmo de EM
para que as observacoes mais recentes tenham maior peso no treinamento da HMM.
Seus resultados indicam que a HMM consegue gerar retornos acima do mercado, e

tem desempenho superior a rede neural.
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Capitulo 4

Metodologia de Previsao

Este capitulo apresenta, em detalhes, a metodologia utilizada para prever a dis-
tribuicdo do retorno' acumulado pelo preco do petrdleo, ao final de uma janela de
tempo futura de F' dias. Ela é composta de cinco etapas, e utiliza as wavelets
como ferramenta de suavizacao, e um modelo de Markov oculto como ferramenta de

previsao. Seu fluxograma é ilustrado na Figura 4.1.

( Coleta de dados > ‘

A,
( Suavizagdo )

A

( Codificacao >

Novo treinamento?

Sim

( Treinamento do HMM )

( Previsdo )7

Figura 4.1: Fluxograma do processo de previsao.

1 Aqui, e no restante desta dissertacio, deve-se entender como retorno de um ativo sua variacio

percentual de preco em um periodo de tempo definido.
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O processo tem inicio com a coleta dos dados. Como estamos trabalhando com
um modelo de séries temporais, a Unica variavel de interesse ¢ o preco do petro-
leo; logo, esta primeira etapa se resume a obter sua série de precos. Em seguida,
suavizamo-la, utilizando o método de remocao de ruido por wavelets. Na terceira
etapa, obtemos a série de retornos a partir da série suavizada de precos e codificamo-
o0s, associando a cada retorno um simbolo do conjunto de simbolos do HMM. Caso
haja necessidade, os parametros do modelo sao reestimados. Por tltimo, é feita a

previsao. A seguir, descrevemos individualmente cada uma destas etapas.

4.1 Coleta de Dados

Existem, aproximadamente, 161 tipos de petroleo negociados no mundo [21]. O
preco de cada um depende, principalmente, de suas caracteristicas, como a quan-
tidade de enxofre presente e sua gravidade API. Escolhemos trabalhar com o West
Tezas Intermidiate (WTI), pois ele é a principal referéncia de 6leo cru da América,
e uma das principais do mundo. Utilizamos nesta dissertacao os precos spot dia-
rios?, nominais, referentes & um barril do WTI. Seu historico pode ser adquirido na
pagina da Energy Information Administration (EIA) [21], que é o centro oficial de

estatisticas energéticas do governo dos Estados Unidos.

Além da série historica dos precos, a pagina da EIA contém diversas outras
informacoes importantes relacionadas a area energética, incluindo previsoes, estudos,

analises e noticias. Recomendamo-la ao leitor interessado como uma excelente fonte

de dados.

4.2 Suavizacao da Série de Precos

As séries de precos de ativos financeiros e commodities tendem a ser bastante

volateis, e a série do WTT nao é nenhuma excecao. No ano 2006, por exemplo, seu

2definidos como o preco de fechamento do dia.
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preco no dia 27 de abril era de 70.76 dolares, muito proéximo ao preco de 17 de abril,
que era de 70.30 dolares. Entretanto, durante este pequeno intervalo de tempo, de
apenas dez dias, o preco oscilou entre uma minima de 67.43 e uma méxima de 73.73

doélares.

A Figura 4.2 mostra a autocorrelagao da série de retornos diarios do WTI nos
200 primeiros time lags, calculada com a ferramenta de modelagem Tangram?2 [32].
As linhas horizontais, obtidas pelo resultado de Barlett?, indicam o limite acima do
qual o valor de um coeficiente é estatisticamente significativo (diferente de 0) com
nivel de significancia de 95%. Apesar de os valores encontrados serem um indicio
de que retornos passados podem conter alguma informacao a respeito dos retornos
futuros, eles sao muito baixos, de modo que estas informacoes sao, aparentemente,

pouco relevantes.

0.06
0.04
0.02

-0.02 [

‘ 7 ]
j m\ u H\ L 4

coeficiente de autocorrelagé@o
o

-0.04

0.06 s s s s s s s s s
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

time lag em dias

Figura 4.2: Autocorrelagao dos retornos diarios do WTI.

Conforme mencionado no capitulo 1, nao estamos interessados em prever esta
volatilidade diaria, de curtissimo prazo, mas em identificar e prever as tendéncias dos

precos em intervalos maiores, de, por exemplo, 20 dias. Assim, procuramos suavizar

3Se uma série temporal é gerada por um ruido branco, os coeficientes da funcdo de correlacdo
amostral (para k > 0, onde k é o lag da correlagdo) seguem, aproximadamente, uma distribuigao

normal com meédia 0 e desvio padrao %; onde T' & o nimero de obhservacoes da série.

62



a série, a fim de eliminar esta volatilidade (considerada como ruido) e ressaltar a

informagao que consideramos relevante.

Existem diversas técnicas para se suavizar séries temporais. Talvez a mais comum
e simples delas seja a média movel. A suavizacao por média movel consiste em
representar cada ponto da série original pela média aritmética dos n tltimos pontos.

Assim, temos que uma série suavizada y; é dada por

1
Y = ﬁ(yt Y1t F Yeont) (4.1)

Hé algumas variacoes desta técnica, como a média movel exponencial (que da mais
peso aos valores mais recentes) e a média movel exponencial dupla. Uma discussao

mais detalhada de cada um destes métodos pode ser vista em [24].

O principal problema da média movel é seu deslocamento no tempo em relagao
a série original. Se o ntmero de dias utilizados no calculo da média for pequeno,
ela acompanha mais rapidamente as mudancas de tendéncia, no entanto, ao mesmo
tempo, se torna mais sensivel aos ruidos, e a suavizagao é de pior qualidade. Se
aumentarmos o nimero de dias, a eliminagao de ruidos é maior, entretanto, a média
movel demora mais para refletir as mudancas de tendéncia. Neste caso, ela também
nao consegue capturar satisfatoriamente movimentos abruptos, intensos, de curto
intervalo de tempo que, porventura, podem ser importantes. A Figura 4.3 ilustra

estes problemas.
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Figura 4.3: Série de precos nominais do WTI e sua média movel de 4 e 20 dias.

Nesta dissertagao, decidimos fazer a suavizagao da série de precos do WTT uti-
lizando as wavelets. Como ja foi visto no capitulo 2, a caracteristica local destas
garante que a série suavizada nao fique deslocada em relacao a série original, como
acontece com as médias moveis. Além disto, a remocao de ruidos pelas wavelets
consegue capturar movimentos significativos de curta duragao melhor que as médias

moveis.

O primeiro passo na suavizacao é obter a série de logaritmos dos precos. Isto é
necessario pelo seguinte: sabemos do capitulo 2, que a remocao de ruidos utilizando
as wavelets é feita através da eliminagao dos coeficientes de wavelet menores que um
determinado threshold X, e que eles representam a diferenca entre duas aproximagoes

consecutivas do sinal durante a transformada discreta. Agora observe que estes
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coeficientes tendem a ser maiores quanto mais alto for o preco, uma vez que um
desvio de 1 dolar sobre um prego de 100 dolares é o mesmo que um desvio de 0.1
dolares sobre um preco de 10 délares. Assim, se suavizarmos a série original de
precos, ocorrerd que os coeficientes que representam niveis baixos de precos serao
eliminados em maior quantidade do que os que representam niveis mais altos, de
modo que teremos como resultado uma série cuja suavizacao é maior nas épocas
onde o petroleo custava menos (em termos nominais), e menor nas épocas onde

custava mais.

Entretanto, se suavizarmos a série logaritmica dos precos, conseguimos eliminar
este problema. A Figura 4.4 mostra os coeficientes de wavelet Dy-1 e Dy—2, obtidos
na decomposicao das séries de pregos original e logaritmica do W'TI, utilizando a
wavelet de Daubechies de ordem 3. Para relembrar como tais coeficientes sao obtidos,
indicamos rever a Figura 2.23. Note que os coeficientes a direita dos graficos 4.4(a) e
4.4(c), que representam os pre¢os mais altos da série, sio maiores que os da esquerda,
que representam precos menores. Observe como isto nao acontece com os coeficientes

da série de log dos precos, ilustrados nas figuras 4.4(b) e 4.4(d)
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Figura 4.4: Coeficientes de detalhes obtidos na suavizacdo do WTI: (a) série de
pregos original, resolucdo 27'; (b) série de pregos logaritmica, resolucio 27'; (c)

série de precos original, resolucao 272; (d) série de pregos logaritmica, resolugao 272

A suavizagao da série do log dos pregos é feita por intermédio da funcao wden()
do programa Matlab [13]. Apos a suavizagdo, obtemos a série de pregos original
suavizada utilizando func¢ao inversa do log. O processo pode ser descrito da seguinte

forma:
X — log(X) — wden(log(X)) = log(X,) — log™ " (log(X,)) — X, (4.2)

onde X é a série de precos original e X é a série de precos suavizada. A Figura 4.5
ilustra ambas estas séries. Escolhemos para esta suavizacao a wavelet de Daubechies
de ordem 3 e resolucao de decomposicao 274, A justificativa para esta escolha sera

dada mais adiante, na subsecao 5.1.1
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Figura 4.5: Série de precos original e suavizada do WTI, obtida com a wavelet

Daubechies de ordem 3 e resolucio de decomposicao 274

A Figura 4.6 compara ambas as técnicas de suavizacao discutidas nesta secao -
wavelets e média movel - & série original de pregos. O grafico de cima apresenta a
série completa, de 1986 a 2008, e o segundo, de 2003 a 2008. Observando-os, ficam

claras as vantagens das wavelets sobre as médias moveis, discutidas anteriormente.
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Figura 4.6: Série de precos original do WTI e sua suavizacao por wavelet e por

média movel de 50 dias, em dois momentos: [1986,2008] e [2003, 2008].

Conforme dissemos, o objetivo da suavizagao é remover a volatilidade de cur-
tissimo prazo presente na série de precos, a fim de ressaltar a dinamica de seus
movimentos mais duradouros. A Figura 4.7 mostra a autocorrelagao dos retornos
da série suavizada por wavelets, apresentada na Figura 4.6. Observando-a, fica

evidente o beneficio da suavizacao.
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Figura 4.7: Autocorrelacao dos retornos diarios da série de precos do WTI, suavizada

por wavelets.

4.3 Codificacao dos Dados

Utilizamos, nesta dissertagao, um modelo de Markov oculto de tempo discreto
para prever a distribuicao do retorno acumulado pelo preco do petréleo em uma
janela de tempo futura. Como foi visto no capitulo 2, o HMM trabalha com um
conjunto discreto e finito de simbolos, de tamanho M, os quais correspondem as
saidas observaveis do processo que se deseja estudar. Evidentemente, existe um
trade-off entre o nimero de simbolos e a complexidade do modelo. Quanto maior
for M, maior é a capacidade de representacao do modelo, no entanto, como mais
parametros precisam ser estimados, maior é o nimero de maximos locais da funcao
de verossimilhanca. Assim, em processos cujo conjunto de saidas observaveis é muito
grande, pode ser interessante processa-las de alguma maneira, de modo a reduzir o

conjunto de simbolos utilizado pelo HMM.

Estamos estudando o processo de formacao do preco do petroleo, e suas sai-
das nada mais sao que os precos de fechamento diarios do mercado. Uma escolha
natural de simbolos seria representar cada preco por um simbolo idéntico ao seu va-

lor. Por exemplo, 41.83 dolares seria representado pelo simbolo 41.83. No entanto,
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este conjunto, apesar de discreto?, apresenta alguns graves problemas que o tornam
inviavel de ser utilizado no HMM. Em primeiro lugar, como nao existe um limite
superior para o preco, nao ha como tornar este conjunto finito. Em segundo lugar,
ele contém elementos demais, o que torna o HMM desnecessariamente complexo,
e inviavel de ser trabalhado sob a forma discreta. Como solu¢ao para este tultimo
problema, poderiamos arredondar o preco, a fim de trabalharmos apenas com sua
parte inteira, mas ainda assim, restarfa-nos um conjunto extenso de simbolos®. Por
estas razoes, fica clara a necessidade de elaborarmos algum c6digo que mapeie as

saidas (os pregos) & um conjunto reduzido de simbolos.

4.3.1 Definindo o Conjunto de Simbolos do HMM

A série de precos, além de fornecer, evidentemente, o prego, contém outra im-

portante informacao: o retorno diario. Definimos este retorno como

r = [(%) -1 -100% (4.3)

onde 7; é o retorno percentual no dia ¢, e p; o preco neste mesmo dia. O valor do
retorno diario dos principais ativos financeiros esta, na maioria das vezes, contido
em um intervalo bem definido, [—10%, +10%] por exemplo. Apesar de poder variar
no intervalo [—100%, +00%), é muito raro encontrarmos casos onde a variagao do
ativo é de —90% ou +84% em um tnico dia. Isso é verdade especialmente no caso
de uma commodity muito negociada, de bastante liquidez, como o WTI. Durante o
periodo que vai de 1986 até o final de 2008, sua maior variacao percentual absoluta
de preco, num unico dia, foi de 33.40%, em 17 de janeiro de 1991. Portanto, é
razoavel assumirmos que seus retornos diarios estao contidos em um conjunto finito.
Aliado a isto, temos que retornos proximos (1.11% e 1.25%, por exemplo) sdo, para
efeitos praticos, muito semelhantes, e assim podem ser considerados iguais. Esta

qualidade é de grande interesse, pois nos permite representar um conjunto de saidas

44 variacdo minima de preco permitida durante sua negociacio é de 0.01 dolares.
580 simbolos s6 para representar os precos entre 20 e 100 ddlares!
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com um mesmo simbolo. Assim, dadas estas caracteristicas do retorno, decidimos

utiliza-lo como a saida observavel de nosso processo, ao invés do prego.

Feita a escolha das saidas, o método de obtencao do conjunto de simbolos do
modelo HMM é descrito a seguir, e estd ilustrado na Figura 4.8. O primeiro passo
é selecionar um retorno L, que define o valor limite do retorno com o qual vamos
trabalhar. Em seguida, dividimos os retornos em faixas de valores de tamanho V/,
e associamos a cada uma um simbolo diferente, de modo que todos os retornos
que pertencam a uma mesma faixa serao mapeado para um mesmo simbolo. A
primeira faixa contém retornos negativos maiores que —L%; a tltima, os retornos
positivos maiores que +L%. As intermediarias dividem o intervalo [—L%, +L%]
em 2L/V subintervalos. O tltimo passo consiste em determinar o valor de cada
simbolo. Uma rapida observacao do histograma de cada faixa, nos mostra que seus
valores sdo, de forma aproximada, uniformemente distribuidos (exceto para as faixas
limites). Portanto, decidimos que cada simbolo tera o valor da média do intervalo
ao qual estd associado. No caso das faixas limites [—100%, —L%] e [+L%, +00%], o

valor absoluto do simbolo passa a ser L + d onde 6 = V/2.

-2% -1.5% -1% -0.5% 0% 0.5% 1% 1.5% 2%
I I I I ! ! ! ! !

T T T 1 T T T T T

—_— = = Y Y= Y~ Y= Y Y Y=

Simbolo —» () 1 2 3 4 5 6 7 8 9
v v ¥ v v ¥ ¥ v ¥ v
Valor  —» 250 -1.75% -1.25% -0.75% -0.25% 0.25% 0.75% 1.25% 1.75% 2.25%

Figura 4.8: Construcao do conjunto de simbolos do HMM, considerando L = 2% e
V =0.5%.

4.3.2 Algoritmo de Codificagao

Definido o conjunto de simbolos, a codificacao do conjunto de dados é trivial.
Basta encontrarmos a faixa a qual cada retorno pertence, e substitui-lo pelo simbolo
associado aquela faixa. E importante ressaltar que devemos calcular os retornos a

partir da série suavizada de pregos, e nao a partir da série original.

A fim de clarear o processo descritos acima, ilustramo-no com o exemplo a seguir.
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Suponha a seguinte série de precos, ja suavizada, O = (25.56, 26.00, 26.53, 25.85,
25.87,26.03, 25.65, 25.08, 24.97, 25.18). Sua série de retornos, calculada com a equa-
¢ao (4.3), & O, = (1.72%, 2.04%, —2.56%, 0.08%, 0.62%, —1.46%, —2.22%, —0.44%,
0.84%). Suponha também que, segundo algum critério, escolhemos L = 2% e

V =0.5%. Assim, teremos criado o seguinte conjunto intervalos
{[—100%, —2%], (—2%, —1.5%), (—1.5%, —1%], (—1%, —0.5%], (—0.5%, 0%),
[0%,0.5%), [0.5%, 1%), [1%, 1.5%), [1.5%, 2%), [2%, oo%)}

ao qual associamos os simbolos 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9 respectivamente.

Definidos os simbolos, o préximo passo é codificar nosso conjunto de dados O,..
Seu primeiro elemento, 1.72%, pertence a pentultima faixa definida acima. Como a
ela estd associado o simbolo 8, substituimos 1.72% por 8 no conjunto de dados. Se-
guindo o mesmo raciocinio, substituimos 2.04%, o segundo elemento, por 9; —2.56%
por 0 e assim em diante, como ilustrado na Figura 4.9. Ao final da codificacgao,

teremos o conjunto de dados O, = (8,9,0,5,6,2,0,4,6).

(1.72% 2.04% -2.56% 0.08% 0.62% -1.46% -2.22% -0.44% 0.84%

¥

P -
“ 2% -1.5% -1% -0.5% 0% 0. 5% 1% 1.5% 2%

| | | | | | | | |
T T T T T T T T

—— —\— — —— —— — —— —— H,_J‘H_}
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

¥

(8, 9, 0, 5, 6 2, 0, 4, 6)

Figura 4.9: Codificagao do vetor de retornos no vetor de simbolos do HMM.

4.4 Treinamento do HMM

Uma rapida inspecao visual da série de precos do WTI, ou de qualquer ativo

financeiro, mostra que estas nao sao séries estacionarias. Suas estatisticas, como a
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média e variancia, claramente variam ao longo do tempo. Devido a este dinamismo
dos precos, precisamos, de tempos em tempos, reestimar os parametros do nosso

modelo, a fim de capturar as novas dinamicas correntes.

A Figura 4.10 ilustra o mecanismo de treinamento adaptativo que utilizamos,
baseado em [33, 34]. Os parametros do modelo sdo periodicamente reestimados a
cada 7 dias, utilizando o algoritmo E'M descrito na secao 2.1.4. Em cada treino,

apenas as amostras dos ultimos 7" dias sao utilizadas no procedimento de estimacao.

Treinamento do Modelo Treinamento Individual
Intervalos de Amostra de
Treinamento Treinamento
| T | T | T | | T |
| | N | | .
1 1 1l 1 > 1 LA
T T LI T T s
R et »._,

Figura 4.10: Esquema de treinamento adaptativo do HMM.

Os valores de 7 e T' tém impacto na qualidade da previsao. Se T’ for muito
pequeno, podemos estar omitindo do processo de treinamento informacoes relevantes
da dinamica corrente dos precos. O contrario, 7' muito grande, levard o HMM a

considerar dinamicas que ja nao mais se encontram presentes.

4.5 Método de Previsao

Nesta etapa, temos como objetivo calcular a distribuicao do retorno acumulado
pelo preco do barril de petroleo, ao final de uma janela futura de F' dias, dados o
modelo construido e o historico recente dos precos. Este ultimo é necessario pois,
como o processo que estamos modelando nao é estacionario, precisamos inferir o
estado (da cadeia de Markov oculta) no qual ele se encontra no momento da previsao.
Assim, iniciamos a previsao calculando a distribuicao dos estados da cadeia no tempo
t (o instante atual). Em seguida, utilizamos o paradigma de recompensas de cadeias

de Markov [35] (que sera descrito mais adiante) para obter a distribuigao do retorno
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em t + F', onde F' é o tamanho da janela de previsao.

A Figura 4.11 ilustra o esquema geral da metodologia de previsao. O intervalo de
treinamento é dividido em intervalos de previsao de tamanho ¢, conforme ilustrado
na camada de previsao da medida. Cada previsao individual é condicionada nas
amostras dos ultimos H dias mais recentes. A seguir, descrevemos detalhadamente

cada passo de nossa metodologia de previsdo, que foi baseada em |33, 34|.

Treinamento do Modelo Treinamento Individual
Intervalos de Amostra de
Treinamento Treinamento
D S VRN S R SN | T |
| | N | | N
: Vi —KE : > : S+
/ L) \ ------------------------------------ -t
yi ) Uil e
S
Intervalos de N Amostrade  Janela de
/ Previséo N Histérico Previsdo
LY e e e ey L H . F
| | I N I | | N |
1 1 1 LA 1 1 1 LI I Lo
1 1 1 “I"'.~ 1 1 1 .",:," |
Previsdo da Medida Previsao Individual

Figura 4.11: Esquema de previsao adaptativo do HMM.

Seja 7 5 (4) a probabilidade de a cadeia se encontrar no estado oculto S;, no tempo
t, dadas as h observagoes mais recentes. Ela pode ser facilmente calculada através
da variavel forward ou(7), definida em (2.8), porém medida apenas no conjunto de
observagoes [O;_p, Oy _1]:
P(q: = Si; Ot—p:t—-1)

P(Ot—h:t—l)
- qut_l P(qi-1, Ot-ht—1,q = Si,)

P(Otfh:t71>
_ qutfl P(gi—1,Or—n:e—1)P(qr = Silge—1, Or—nt-1)
P(Ot—h:t—l)
- qutfl P(qi-1, Ot—p:t—1) P(q = Si|gi—1)
P<Ot7h:t71)
o qut_l O‘t—l(Qt—l)aqFlSi
P(Ot—h:t—l)

Wt,h(i) =

(4.4)
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onde Oi_py—1 = Op_pOs_pi1...0i1 € aq_,s, € a probabilidade da transicao de
estados (¢;_1,5;). Se denotarmos por a; o vetor cujo i-ésimo elemento é o, (i), entao

(4.4) pode ser reescrito como:
Oét_lA
Teh =
! P(Ot—h:t—l)

onde A é a matriz de probabilidades de transicao de estados.

(4.5)

Dado 7, podemos facilmente determinar a probabilidade, segundo nosso mo-
delo, de o preco do petroleo ter uma alta de k% no dia seguinte. Para isto, basta
calcularmos a probabilidade de a cadeia emitir o simbolo v, ap6s uma transicao, o

que pode ser feito da seguinte forma:
Plrig = k] = m(i)aijb; (vk) (4.6)

N
=1

M-

=1 7

onde ;41 € o retorno em ¢+ 1; vy é o simbolo que corresponde a uma alta de k%; N é
o nimero de estados da cadeia; bj(vy) é a probabilidade de o simbolo vy ser emitido
pelo estado Sj; a;; a probabilidade da transigao (S;,S;); e (i) a probabilidade do
estado S; em t. Se utilizarmos a equagao (4.6) para calcular a probabilidade de
todos os simbolos do HMM, ao final, teremos obtido a distribuicao do retorno do

preco em t + 1.

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos calcular a distribuicao do retorno em
t + At dias. Basta calcularmos todos os retornos possiveis de serem obtidos ao final
destes At dias e suas respectivas probabilidades. Por exemplo, se At =2 e o HMM

tiver 2 simbolos, teremos 4 possiveis retornos, cujas probabilidades sao dadas por
P[Riio = k| = Plrig = Lripe = m) = P[Vigr = v - P[Vig2 = vy (4.7)
onde R; é o retorno total acumulado em ¢ dias (cujo valor é k = [-m); r; é o retorno

obtido somente no dia t; e V; é o simbolo emitido em ¢. A probabilidade da cadeia

emitir o simbolo v;, ap6s t transicoes, é
PlVi=v] = A'Blj]  0<j<(M—1) (4.8)

onde M é o tamanho do conjunto de simbolos, A é a matriz de probabilidades de
transigao da cadeia de Markov oculta, B é sua matriz de emissao e B[j]| é a j-ésima

coluna desta matriz.
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O problema desta abordagem é que o ntumero de operacoes feitas para calcular
todos os retornos possiveis em t + At cresce combinatorialmente com At. Como
vimos, para At = 2 e M = 2 temos que realizar 22 operacoes. Agora, suponha
que M = 10. Se At = 3, precisamos de 10% operacoes. Se quisermos fazer a
previsdo para daqui hd um meés (20 dias tteis), necessitamos de 10?° operagoes.
Dado um computador cujo processador trabalhe a 2 GHz, somente para calcular
cada retorno possivel de ser produzido pela cadeia, ap6s 20 transicoes, levariamos

5-10%segundos = 1.3 - 107 dias!

Uma das vantagens em se utilizar cadeias de Markov, é que existem algoritmos
eficientes que possibilitam o célculo de diversas medidas de interesse, dada uma
cadeia. Um, em especifico, nos permite obter a distribuicao do actiimulo de determi-
nado valor, ap6s um nimero finito de transicoes. Para isto, utiliza o paradigma de

recompensas de impulso de uma cadeia de Markov [35].

Apesar de podermos definir recompensas de impulso tanto para cadeias de Mar-
kov, quanto para cadeias de Markov ocultas, o algoritmo mencionado acima s6 pode
ser utilizado nas primeiras. Nao existe, até o momento, uma generalizagao que per-
mita que ele seja aplicado também em cadeias de Markov ocultas. No entanto, feliz-
mente, existe uma forma simples de transformarmos uma cadeia de Markov oculta
em uma cadeia de Markov equivalente com recompensas. Sendo assim, para com-
putar as previsoes, decidimos transformar nossa cadeia de Markov oculta em uma
cadeia de Markov com recompensas equivalente, para entao, utilizarmos o algoritmo

mencionado.

A seguir definimos o que sao recompensas de impulso de uma cadeia de Markov.
Em seguida, mostramos como ¢ possivel expandir uma cadeia de Markov oculta,
transformando-a em uma cadeia de Markov com recompensas. Por fim, apresen-
tamos o algoritmo que nos possibilitara obter a distribuicao do retorno acumulado

pelo preco do WTT ao final de uma janela de F' dias.
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4.5.1 Recompensas de Impulso em Cadeias de Markov

Os modelos markovianos com recompensas de impulso tém associados, a cada
transicao (.5;, S;) da cadeia, um valor py € {p1, p2, ..., px }, denominado recompensa
de impulso, que é ganho pelo processo, como recompensa, cada vez que esta tran-

sicao é feita. A Figura 4.12 apresenta um modelo de Markov com recompensas de

impulso.
P2
\/
P4

Figura 4.12: Cadeia de Markov discreta de 2 estados com suas recompensas de

impulso p1, p2, p3 € p4.

A variavel ACI(¢) mede a recompensa total acumulada pelo modelo no intervalo
(0,1), e é, normalmente, definida como

N()

ACI(t) = pa,., (4.9)

onde N(t) é o nimero de transigoes que ocorreram no intervalo (0,t), o, é a n-ésima

transicao e ¢(; j) € o indice da recompensa associada a transicao (.5;, S;).

Tradicionalmente, a recompensa de impulso é utilizada para contagem. A fim de
melhor ilustrar estes conceitos, considere o exemplo a seguir. Suponha que a cadeia
da Figura 4.12 represente um jogo de cara ou coroa, no qual apenas uma moeda,
nao viciada, é utilizada. A cada jogada, o jogador ganha 1 real se o resultado for
cara, e perde 1 real se o resultado for coroa. Formalmente, temos que S; = Cara,
Sy = Coroa, p1 = py = 1 e py = p3 = —1. A variavel ACI(¢) fornece a quantidade de
dinheiro ganha pelo jogador apos t jogadas. A Figura 4.13 exemplifica uma possivel

evolucao de ACI(¢) no tempo.
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Recompensa Acumulada (R$)
w

(I
RN R

Tempo (em nimero de jogadas)

Figura 4.13: Evolucao da recompensa acumulada no tempo.

4.5.2 Método de Expansao de um Modelo de Markov Oculto

Seja X' a cadeia de Markov oculta de N estados; A = {a;;},1 <i,j < N sua
matriz de probabilidades de transicao de estados; ) o processo de observacoes de
tamanho M; V = {vq,v,,...,vn} 0 conjunto de simbolos; e B = {b;(k)},1 < j <N
e 1 < k < M sua matriz de emissdo de simbolos. E possivel construir uma cadeia
de Markov discreta WV, equivalente a X', com N x M estados, cuja distribuicao de

estados inicial 7 e matriz de probabilidades de transicao A sdo dadas por

(i, k) = % (4.10a)
i (k) = ijb; (k) (4.10Db)

e onde a cada transi¢ao (i, (j, k)) é associada uma recompensa pg, ;,, = Uk, cOm

)
v € V. A prova da equivaléncia entre as cadeias X e WV, em relagcao a probabilidade
de X emitir a seqiiéncia de simbolos Vi, V5, ..., V; de tamanho Z e WV receber a
seqiiéncia de recompensas Vi, Vs, ..., Vy de tamanho Z pode ser vista em [36]. A

principal caracteristica do processo de Markov W é que seu espaco de estados ¢ uma

expansao do espaco de estados do processo oculto.
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A Figura 4.14 ilustra o processo de expansdo. Em 4.14(a) é apresentada a cadeia
de Markov oculta a qual desejamos expandir e, em 4.14(b), a cadeia de Markov

resultante da expansao, na qual foram utilizadas as equagoes (4.10a) e (4.10b).

apbi(vy) 82202( V1)
a15b,(Vy)
S l ( Sy, Vi
azb;(vy)

12b2( V2)

a;oh,(vy)

= C -

allbl( Vl)

V\_/
P(vi) = by(vy) % P(vy) = by(vy)
P(v2) = by(v2) P(v2) = by(v2) | | Aaby(Vs |
a5ob,(Vy)
S ) T S,, V,
aub:(v2) \)
apbi(vy) ah,( V)
(a) Model o de markov ocul to (b) Mbddel o de markov estendi do

Figura 4.14: Processo de expansao de um HMM. Em (a) esté ilustrada a cadeia de

Markov oculta e, em (b), sua cadeia de Markov equivalente.

4.5.3 Calculo da Distribuicao da Recompensa Acumulada

A seguir, apresentamos um algoritmo desenvolvido por [37| que permite calcular
a distribuicao da recompensa acumulada por uma cadeia de Markov, em um instante
de tempo t, de forma eficiente. Porém, antes de descrevé-lo, precisamos introduzir

trés novas variaveis.

Introducao de Limites & Recompensa Acumulada

Em muitos dos processos que estudamos, ha algum limite nos valores quanti-
tativos observados. Por exemplo, no jogo de cara ou coroa apresentado na secao
4.5.1, um jogador pode ficar com, no minimo, —D reais, onde D é a quantidade de

dinheiro apostada por ele® e com no maximo B reais, onde B é a quantidade de

6Estamos considerando que nio existe a possibilidade de ser contrair algum empréstimo, ou

algo do género.
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dinheiro da banca de apostas. Portanto, é necessario introduzirmos estes limites a

variavel ACI(t), para que esta fique condizente com a realidade.

Definimos entao, as variaveis l.i. e [.s. que representam, respectivamente, os
valores dos limites inferior e superior de ACI(¢). Para ilustrar, suponha que, em
nosso jogo de cara ou coroa, um jogador tenha apostado 1 real, e que a banca de
apostas estabeleca em 4 reais o prémio maximo que pode ser pago a um jogador. A
Figura 4.15 mostra em 4.15(a) o caminho amostral de ACI(t) sem os limite, e em

4.15(b) o novo caminho, apés a introdugao dos limites [.i. = —1 e Ls. = 4.

Introducao de Niveis de Recompensa

Além de limites inferiores e superiores, para evitarmos de trabalhar com todos
os valores de recompensa no intervalo [Li., [.s.], definimos também a variavel gran’
que estabelece o valor minimo de recompensa que pode ser adicionado ou subtraido
a recompensa acumulada, cada vez que o processo faz uma transicao. Desta forma,
estamos definindo niveis de recompensa ', que serao multiplos da granularidade

escolhida. No nosso jogo de cara e coroa, o natural seria escolhermos gran = 1, uma

vez que o valor minimo de recompensa que um jogador pode ganhar ou perder é 1.

Escolhidas as variaveis Li., l.s., e gran, estamos prontos para calcular a distri-

buic¢ao da recompensa acumulada.

Recursao para o calculo da Distribuicao da Recompensa Acumulada

Seja I, [n, 7] a probabilidade de a recompensa acumulada ser igual a 7, dado a

ocorréncia de n transicoes, e que o estado visitado apds a tultima transicao seja o

"de granularidade.

80



ACI

6
5|
=
3
< ar
=}
&
=)
g
3t
<
«
[%2]
=
g L
£ 2
S
(5]
9]
@

Tempo (em nimero de jogadas)

(a)

ACI

Recompensa Acumulada (R$)

Tempo (em numero de jogadas)

(b)

Figura 4.15: Evolug¢do da recompensa acumulada no tempo: (a) sem quaisquer

limites; (b) com os limites Li. = —1 e L.s. = 4.
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estado s. Podemos calcular T'y[n, 7| através da seguinte recursao:

para n > 1:
( Z Z ps’sfs’ [TL -1, T/] , S€ 7 =11
s'eS  r'<li.—p(s,s)
p(s’,5)<0
r I o / . . (4.11)
Fs[n,f] = Zps’srs’[n - 1,7 - /)(S ,3)] , S€ Li. <7 < ls.
s'eS
Z Z ps’sf‘s’ [TL - ]-, 7”/] , Se 7 =1ls.
s'eS  r'>ls.—p(s,s)

\ p(s',5)>0

onde s é o estado no qual a cadeia se encontra antes da transi¢do ao estado S,
. . . e - , ,
r’ & a recompensa acumulada imediatamente antes da tltima transigao, p(s',s) é
a recompensa de impulso associada a transicao (s',s) e pygs € a probabilidade da

transigao (', s).
As condigoes iniciais sao:

. m(s) ,ser=0
Is[0,r] = (4.12)
0 ,ser#20

onde 7(s) é a probabilidade de a cadeia se encontrar, inicialmente, no estado s.

Podemos fazer as seguintes consideracoes com relagao a recursao (4.11), quando

a recompensa 7 atinge os valores do limite inferior e do limite superior:

1. Para que a recompensa 7 atinja o valor [.z. na n-ésima transi¢ao, o valor de
r’ até a transicao n — 1 deve assumir valores maiores que l.i. e a recompensa
recebida pela transigdo (s',s) deve ser, obrigatoriamente, menor que zero e
ter valor absoluto maior que ' — [.i.. Isto explica a restrigao p(s’,s) < 0 do

primeiro somatorio, e a restricao ' < 1.i. — p(s, s) do segundo.

2. Da mesma maneira, para que a recompensa 7 atinja o valor [.s. na n-ésima
transicao, o valor de 7’ até a transicao n — 1 deve assumir valores menores que
l.s. e a recompensa recebida pela transi¢ao (s, s) deve ser, obrigatoriamente,
maior que zero e ter valor absoluto maior que .s. — r’. Isto explica a restri¢ao

p(s’,s) > 0 do primeiro somatorio e a restricao 7’ < l.s. — p(s, s) do segundo.
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A recursao (4.11) é mais facilmente compreendida se a olharmos do inicio para o

final. A Figura 4.16(b) ilustra o processo de célculo da distribui¢do da recompensa

acumulada pela cadeia apresentada na Figura 4.16(a). Os valores escolhidos para

l.i., l.s. e gran sao, respectivamente, —1,5 e 1.

Recompensa Acumulada

ACI

-1

:>O. 75

limite superior
9)
e - - e e e e | e e e e e e i e e e e d] e e e e  a e e e mfa e e N e e - - by — — —
3
niveis de
/recompensa
e - e e e e e e m m m e e e G e e e e e e e e e AN e e e e N - - '7 [ —
9)
— — = /= = - e - - - - - - T - - = - = - — — —_ N - - e - - - - — b — — —
/ 3)
3) n
M IN) limite inferior

2 3 4 5 6
Tempo (em namero de transi¢des)

(b)

Figura 4.16: Desenvolvimento da recursdao (4.11): (a) Cadeia de Markov e suas

recompensas; (b) caminho da recursao visto do inicio ao final.

Observando a Figura 4.16(b), fica evidente a razao pela qual sdo utilizados niveis

de recompensa e sua importancia. Note que se nao os adotassemos, a quantidade de
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valores possiveis para a recompensa acumulada, apds as seis transicoes, seria enorme,
uma vez que seu crescimento é combinatorio. Portanto, a idéia por tras deste método
é limitar o ntimero de valores da recompensa acumulada dentro do intervalo [L.i., [.s.],

de modo que seja viavel calcular sua distribuicao de probabilidades.

O célculo é feito da seguinte forma. Na primeira transicao, a cadeia pode ganhar
qualquer uma das trés recompensas existentes. Se o estado inicial é S7, ha duas
possibilidades de recompensa: 2 ou —1. Se o estado inicial for Sy, 0.75 ou —1.
Portanto, ha trés valores possiveis para a recompensa acumulada ap6s a primeira
transicao: —1, 0.75 ou 2. Suas probabilidades sao, respectivamente, ais + as1; ago; €
a1, onde a;; é a probabilidade da transicao (.5;, S;) na cadeia. No entanto, como 0.75
nao corresponde a um dos niveis de recompensa existentes, teremos que aproxima-lo
por um destes niveis. O nivel mais préoximo de 0.75 é 1. Logo, a nova distribuicao

de probabilidades da recompensa acumulada é

para n = 1:
(
aj; ,ser =2
L ag ,ser =1 (4.13)
[, 7] =
a2 +as; ,ser=—1
0 , caso contréario.

\

onde I'[n, 7] é a probabilidade de ACI(n) = 7.

A distribuicao para n = 2 é calculada a partir dos valores obtidos paran = 1. Se
ACI(1) = 2, a cadeia tem que, obrigatoriamente, estar no estado Si, e, portanto, s6
pode receber as recompensas 2, com probabilidade ay;, ou —1, com probabilidade
aj2. Se ACI(1) = 1, a cadeia tem, necessariamente, que estar no estado Sy, e as
recompensas possiveis de serem recebidas sao 1, com probabilidade ass, ou —1, com
probabilidade ag;. Por ultimo, se ACI(1) = —1, a cadeia pode se encontrar em

qualquer um dos dois estados e, assim, receber qualquer uma das trés recompensas.
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Fazendo os céalculos das probabilidades, chegamos a

para n = 2:
( ~

I'[1,2] a1, ,ser =4

f[l,l]'agg ,Sef':2
A f‘[l, 2] - a2 + f[l, —1]-a;; ,ser=1 (4.14)
F[Q,T] = A N

F[l,]_] -a21+F[1,—1] c a2 se =0
T[1, —1] - (a12 + az) ,se=—1
0 , caso contréario.

\

Procedendo de maneira anéloga, podemos calcular a distribuigao de ACI(6).

Uma visao mais completa, porém simples, do método discutido nesta subsecao
pode ser visto em [38] e as referéncias nele contidas. O trabalho que deu origem a

recursao (4.11) pode ser visto em [37].

Modificagoes para Recompensas nao Aditivas

O método discutido acima assume que as recompensas sao aditivas. No entanto,
em nosso caso de estudo, isso nao é verdade. Os simbolos emitidos por nosso HMM
correspondem a retornos diarios do preco do petroleo. Quando expandirmos a cadeia
oculta, estes passarao a ser as recompensas da cadeia de Markov equivalente. Se,
em trés dias consecutivos, o petroleo teve alta de 1.20%,2.53% e 0.78%, é errado
afirmar que a alta acumulada foi de 1.20% + 2.53% + 0.78% = 4.51%. O valor
correto ¢ obtido multiplicando-se os fatores de retorno®, e assim, a alta acumulada
é, na realidade, de 1.012-1.0253 - 1.0078 = 1.0457 o que corresponde a uma alta de
4.57%.

Assim, é necessarios fazermos alguns pequenos ajustes na recursao (4.11), para

que seja possivel trabalharmos com esta restricao. Ao invés de somarmos ou sub-

8Definimos como fator de retorno o nimero pelo qual deve-se multiplicar o capital inicial para
que seja obtido o capital final. Se foi realizado um lucro de 2%, sobre um capital inicial de R$100,

o fator de retorno é de 1.02, uma vez que 100 - 1.02 = 102 reais que equivale ao capital final. Ele

Pr—pi1

pode ser calculado pela equacdo f,, = -
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trairmos as recompensas, teremos agora que multiplici-las. Além disso, como retor-
nos negativos tém fatores de retorno menores que 1 e os positivos, maiores que 1,

devemos também modificar as restrigoes dos somatorios. A nova forma de (4.11) é

para n > 1:

( Z Z pasl's n—1,7"] ,ser =11

s'eS  r'<Li.p(s,s)

p(s’,9)<1
4.1
Ty[n, 7] = Zpss n—1,7-p(s',s)] ,seli. <7 <lLs. (4.15)
s'eS

Z Z ps’sfs/ [n - 1,TI] , Se 7 =ls.

s'eS  r'>ls.p(s,s)
\ p(s',5)>1

cujas condicoes iniciais sao:

m(s) ,ser=1 (4.16)

0,7 =
0 ,ser#1

Apesar destas modificacoes, todos os conceitos discutidos acima permanecem vali-

dos.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos pela metodologia de previsao
proposta no capitulo 4. Na secao 5.1, especificamos seus parametros, justificando-
0s, e introduzimos o modelo HMM construido. Na secao seguinte, descrevemos as
métricas utilizadas na avaliacao de nossa metodologia. Na secao 5.3, apresenta-
mos os resultados. Finalmente, na secao 5.4, comparamos o desempenho de nossa
metodologia frente a dois outros modelos de referéncia: o Replicador e o Passeio

Aleatorio.

5.1 Especificacao de Parametros

Esta secao esté dividida em duas partes. Na primeira, apresentamos os parame-
tros utilizados na suavizacao por wavelets. Em seguida, descrevemos o processo de

construcao e escolha dos parametros do HMM.

5.1.1 Parametros para Remocao de Ruidos por Wavelets

Como foi visto na secao 2.2.5, a remoc¢ao de ruidos de um sinal decomposto em
wavelets depende de duas escolhas. A primeira consiste em selecionar uma base

de wavelet, composta pelas fungoes ¢(z) e 1(x), as quais serao utilizadas como
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fungoes base na aproximagao do sinal. Ja a segunda resume-se a definir a politica

de thresholding, ou seja, o método de remocao de coeficientes de wavelet.

Escolhemos trabalhar com a base de Daubechies de ordem 3, ilustrada na Figura
5.1. Decidimos por esta wavelet pois, dentre o conjunto das wavelets disponiveis no
Matlab [13], é aquela cujo formato mais se assemelha & dinamica dos pregos do WTTL.
Reconhecemos que esta é uma escolha subjetiva, baseada apenas na inspecao visual
das wavelets, e que seria necessario um estudo mais profundo das caracteristicas de
cada uma, para que pudéssemos avaliar, de forma precisa, qual destas seria mais
adequada a nossa aplicacao. No entanto, devido as restricoes de tempo, tal estudo

nao pode ser realizado.

Funcgéo de Escala da Wavelet de Daubechies de Ordem 3

Wavelet de Daubechies de Ordem 3
14 T T T 2 T T T T T T T

L L L L L L L L L L R L L L L L L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
X X

(a) (b)

Figura 5.1: Base de Daubechies de ordem 3 utilizada na suavizagao. (a) Fungao de

escala ¢(x), (b) e sua wavelet correspondente 1(x).

Conforme mencionamos na segao 4.2, utilizamos a fun¢ao wden() do Matlab para
suavizar nossos dados. Esta funcao tem a vantagem de permitir ao usudrio especificar
tanto a funcao de thresholding quanto o valor do threshold com as quais deseja
trabalhar. Particularmente, escolhemos a funcao de soft thresholding, para evitarmos
que possiveis descontinuidades abruptas pudessem surgir na série suavizada!. A

regra de escolha do threshold pela qual optamos foi a heursure, que é uma variante

!Para relembrar a diferenca entre as funcdes de soft e hard thresholding, sugerimos rever a

Figura 2.27.
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da regra SURE descrita na se¢ao 2.2.5. Conduzimos um breve estudo para avaliar as
diferentes regras disponiveis em wden() quanto ao resultado da suavizac¢ao, porém,
observamos que a série suavizada era praticamente idéntica, independente da regra

utilizada. Mais detalhes sobre a fun¢ao wden() podem ser encontrados em [13].

5.1.2 Especificagao do HMM

A seguir, descrevemos detalhadamente as caracteristicas do modelo HMM que
construimos. Comegamos explicando o método que empregamos para determinar a
estrutura de sua cadeia de Markov. Em seguida, especificamos seus elementos (o
namero de estados, nimero de simbolos, janela de treinamento, etc.) e, por fim,

descrevemos como foram obtidos os valores iniciais dos parametros do modelo.

Estrutura da Cadeia de Markov

Além do numero de estados N, um modelo de Markov é caracterizado pela
estrutura de sua cadeia. Até aqui, em todos os nossos exemplos, utilizamos cadeias
completas, ou seja, cadeias nas quais cada estado pode ser alcancado partindo-se de
qualquer outro estado, com uma transicao apenas. Matematicamente, isto significa
que Vi, 7 a;; > 0. No entanto, uma cadeia de Markov nao precisa, necessariamente,
ter esta estrutura. A Figura 5.2 ilustra alguns exemplos de cadeias com estruturas
diferentes, comuns de serem encontradas na bibliografia. A escolha da estrutura a ser
utilizada no modelo depende das caracteristicas do fenomeno o qual se esta estudado.
Infelizmente, nao existe um algoritmo que, dado um conjunto de caracteristicas,
construa uma cadeia 6tima. Esta é uma tarefa que exige criatividade e bastante
conhecimento sobre o processo que se deseja modelar. Assim, a fim de definirmos
a estrutura de nosso HMM, realizamos um estudo para identificar as principais

caracteristicas presentes em nosso conjunto de dados.

A suavizagao da série de precos do WTTI torna evidente o fato de que estes se mo-

vem, quase sempre, em diregoes bem definidas (para cima - pregos em alta - ou para

89



a33

a13
8y, 8,
c (s )"=—(s)

om0 G

Figura 5.2: Diferentes tipos de cadeias de Markov com 3 estados: (a) cadeia com-

pleta, (b) cadeia left-right, (¢) cadeia coxian, (d) cadeia coxian geral.

baixo - precos em queda), as quais sdo denominadas de tendéncias. A Figura 5.3
ilustra este fato. A primeira caracteristica pela qual procuramos é se existe alguma
periodicidade nestas tendéncias, como uma rapida inspecao visual da figura sugere.
No entanto, a Figura 4.7 (que mostra a autocorrelagao dos retornos diarios calculados
a partir da série suavizada de pregos), sugere que nao existe nenhuma periodicidade
ou ciclo, de modo que, aparentemente, o momento em que determinada tendéncia
ocorre nao contém nenhuma informacao sobre quando ela se repetird novamente.
Assim, passamos nosso foco de estudo para o tempo de duracao das tendéncias, com
o objetivo de tentarmos construir uma cadeia de Markov que reproduza-o adequada-
mente, para que assim, uma vez identificada uma tendéncia, possamos, a partir do

modelo, calcular, por exemplo, a probabilidade de ela continuar por mais D dias.
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Figura 5.3: Comportamento do preco do WTT entre marco de 1993 e outubro de
1997.

A Figura 5.4 mostra a freqiiéncia relativa do tempo de duracdo (em dias) das
tendéncias de alta e de baixa. Nao incluimos ali os tempos de duracao de 1 e 2 dias,
pois consideramos que estas tendéncias de curtissima duracao sao meramente ruidos
nao removidos pelo método de suavizacao em tendéncias mais longas. Observando
ambos os graficos, podemos notar que os movimentos de alta dos precos tendem
a ser mais duradouros imentos de baixa? indi ¢ ivel

que os movimentos de baixa®, o que indica que é possive
que ambos tenham caracteristicas distintas. Por este motivo, resolvemos modela-los

separadamente.

2Este fato é, frequentemente, observado em ativos financeiros de alta liquidez como acoes e

cambio, e é de conhecimento geral.
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Figura 5.4: Freqiiéncia relativa do tempo de duragao, em dias, das tendéncias de

alta e baixa do preco do WTTI, no periodo de janeiro de 1986 a outubro de 2008.

Para melhor caracterizar a duragao de uma tendéncia, decidimos buscar uma
distribuicao de probabilidades para representa-la. Utilizando o Matlab, testamos,
inicialmente, as seguintes distribuicoes®: Exponencial, Gamma, Weibull, LogNormal
e Pareto Generalizada. A qualidade do ajuste de cada uma foi verificada através
de duas anélises: uma visual e outra quantitativa. A andlise visual consistiu em
comparar os graficos da funcao de distribui¢ao acumulada complementar (CCDF, do
inglés complementary cumulative distribution function) de cada distribuigao testada
ao grafico da CCDF empirica. A andlise quantitativa foi feita pela comparacao
do erro médio quadratico (MSE, do inglés mean squared error) calculado entre a
distribuicao empirica e as estimadas. Nao conseguimos, no entanto, com nenhuma
delas, obter uma descricao satisfatoria. Passamos a investigar, entao, uma outra

classe de distribuigoes, conhecidas como distribui¢oes phase-type (PH).

3 A parametrizacdo foi feita utilizando um estimador de maxima verossimilhanca
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Uma distribuicao PH é definida como a distribuicao do tempo decorrido até que
um estado absorvente!, Sy, de uma cadeia de Markov, seja alcancado. Isto torna-a
de grande interesse para nos, pois, por ser definida através de uma cadeia de Markov,
uma vez encontrada uma parametrizacao adequada, encontra-se, consequentemente,
a estrutura da cadeia que a gerou (que é justamente o que buscamos). Uma discussao

mais completa sobre as distribuicoes PH pode ser encontrada no apéndice A.1.

Testamos as seguintes distribuicoes PH: Completa, Hiperexponencial, Soma de
Exponenciais, Coxian e Coxian Geral. A parametrizacao de cada uma foi feita com
software EMpht 39|, que realiza uma estimagao de parametros iterativa, utilizando
um algoritmo EM. Calculando as mesmas métricas de avaliacdo de qualidade do
ajuste descritas acima (comparagao da CCDF e do MSE), chegamos a conclusao que,
em geral, as distribui¢oes PH (exceto a soma de exponenciais) apresentaram melhor
ajuste aos dados empiricos se comparadas as distribuicoes testadas inicialmente, e
que, dentre elas, a que apresentou resultados superiores foi a coxian geral. Isto foi

verificado tanto para as tendéncias de alta quanto as de baixa.

Desta forma, decidimos que a cadeia de Markov de nosso HMM deveria ser com-
posta de duas cadeias coxian geral: uma responsavel por reproduzir as tendéncias de
alta, e outra, por reproduzir as tendéncias de baixa. Quanto ao nimero de estados

de cada cadeia, deixaremos para defini-lo mais adiante.

Resta-nos ainda resolver um problema: como unir ambas as partes, a fim de
construirmos uma cadeia tGnica. Lembre-se que a cadeia de Markov que gera uma
distribuicao PH contém um estado absorvente, e que, no caso de nossa aplicagao,
este estado indica fim da tendéncia. Assim, se conectarmos todas as transi¢oes
que chegam a este estado aos estados da outra parte, pelos quais o processo pode
se iniciar, estaremos essencialmente conectando o final de uma tendéncia (de alta,
por exemplo) ao inicio da tendéncia seguinte (de baixa). A Figura 5.5 ilustra este
processo. As setas em vermelho representam as transigoes que foram removidas da

cadeia, e as em azul, as que foram adicionadas. Assim, procedendo da maneira

4Um estado é classificado como absorvente se nfio ha como deixa-lo. Matematicamente, isto

significa que a;; = 1. O estado S3 na Figura 5.2(b) é um exemplo de estado absorvente.
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descrita, construimos a estrutura da cadeia de Markov do nosso modelo HMM.

—p Tendéncia de Alta

—p Tendéncia de Baixa

onde: é Possivel estado inicial da tendéncia

--- Transi¢do ao estado absorvente removida

— Transico adicionada que interliga ambas as estruturas

Figura 5.5: Exemplo do processo de uniao das estruturas construidas para as ten-

déncias de alta e baixa dos precos.

Antes de finalizarmos esta etapa, precisamos fazer uma ressalva. O programa
EMpht, citado acima, faz o ajuste de uma distribuicao phase-type continua aos
dados e, portanto, nos fornece como saida uma cadeia de Markov de tempo continuo.
No entanto, estamos trabalhando com um modelo de Markov de tempo discreto, de
modo que foi necessario encontrar alguma maneira de se transformar esta cadeia
continua em uma discreta equivalente. Felizmente, existe uma técnica, conhecida
como método de Uniformizagao [40], que faz exatamente isso. Por questoes de

coesao, discutimos este método e a maneira como o utilizamos, no apéndice A.2.
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Elementos do HMM

Definida a estrutura geral da cadeia, precisamos, ainda, especificar o modelo
HMM. Seus elementos sao: o nimero de estados N, o nimero de simbolos M, o
valor de cada faixa V' as quais os simbolos estao associados (reveja a Figura 4.8),
o tamanho do intervalo 7 e a quantidade de amostras T' que serao utilizadas no
treinamento (ilustrados na Figura 4.10) e, finalmente, o intervalo de previsao ¥, o
tamanho do historico recente H e o tamanho da janela de previsao F' (apresentados

na Figura 4.11). A seguir, especificamo-os individualmente.

F . Devido ao alto grau de incerteza presente na série de pregos, nao é possivel
utilizar uma janela de previsao muito extensa, de 100 dias por exemplo. No
entanto, a alta volatilidade da série também nao permite que esta janela seja
curta demais, da ordem de 1, 3 ou 5 dias. Assim, realizamos um estudo
empirico para definir seu tamanho adequado, e chegamos a conclusao que
este encontra-se, aproximadamente, dentro do intervalo [20,30] dias. Assim,

apresentaremos nossos resultados tanto para F' = 20 quanto para F' = 30 dias.

H : Observando a Figura 5.4, podemos notar que sao raras as tendéncias cuja
duracao é superior a 60 dias. Por esta razao, decidimos utilizar este valor
como tamanho do historico recente utilizado na previsao, pois consideramos
que ele é suficiente para identificarmos a tendéncia corrente e, assim, inferirmos

o possivel estado no qual a cadeia se encontra no momento da previsao.

¥ : O intervalo de previsao foi escolhido como tendo o mesmo tamanho da janela

de previsao, a fim de simplificar o modelo e seus resultados.

Os valores de N, M, V', 7 e T foram obtidos experimentalmente, através de um
estudo de anélise de sensibilidade, cujos resultados podem ser vistos no apéndice
A.3. Os valores selecionados encontram-se na Tabela 5.1. Conforme mencionado
acima, fizemos experimentos usando duas janelas de previsao distintas, 20 e 30 dias,
portanto, na tabela abaixo, estao especificados os valores dos elementos utilizados

em cada caso.
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Escolha dos Valores Iniciais dos Parametros do HMM

Conforme discutido ao final da secao 2.1.4, os valores iniciais dados aos para-
metros m, A e B tém influéncia sobre modelo resultante. Isto ocorre pois, apesar
de o algoritmo EM (utilizado na estimagao destes parametros) convergir para um
maximo local da funcao verossimilhanga, nada garante que este ultimo é, também,
um méximo global. E evidente que, a medida que o modelo se torna mais complexo
(o que ocorre quando se aumenta o nimero de estados, o nimero de simbolos, ou
a estrutura da cadeia), cresce o nimero de méaximos locais da func¢ao de verossimi-
lhanca. Portanto, é de se esperar que modelos maiores sejam mais sensiveis a essas

escolhas iniciais.

Na subsecao anterior, descrevemos um método para estimar a estrutura da ca-
deia de Markov do modelo HMM, que consistia em ajustar uma distribuicao PH ao
conjunto dos tempos de duracao das tendéncias. Devido a natureza desta distribui-
¢ao, essencialmente o que estamos fazendo, ao aplicarmos este método, é encontrar
os parametros (7 e A) que melhor ajustam uma cadeia de Markov absorvente, es-
pecifica, ao conjunto de dados. Assim, decidimos utilizar estes valores encontrados

como os valores iniciais dos parametros m e A de nosso modelo.

H& apenas alguns detalhes aos quais devemos estar atentos. Lembremo-nos que

nossa cadeia é dividida em duas partes, uma que corresponde as tendéncias de alta

Tabela 5.1: Especificagao do modelo HMM.

Tamanho da Janela de Previsao
20 dias 30 dias
N 8 8
M 4 2
Vv 1.00% 1.00%
T 600 900
T 600 900
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e outra que corresponde as tendéncias de baixa (como pode ser visto na Figura
5.5), e que o ajuste de cada uma é feito individualmente. Assim, como resultado,
temos duas cadeias distintas, cA e ¢B, cada qual com seu conjunto de parametros.
Evidentemente, ao uni-las, nao podemos simplesmente concatenar os vetores m.4 €
m.p de modo a forma o vetor m da cadeia conectada. Se assim o fizéssemos, este
ultimo nao seria um vetor de probabilidades, uma vez que a soma de seus elementos
seria igual a 2.5 E preciso que, apos esta concatenacio, seja feita a normalizacao do

vetor 7.

Um cuidado semelhante deve ser tomado com o parametro A. Conforme vimos,
uma transicao feita de um estado transiente para um estado absorvente deve ser
substituida por I novas transi¢oes (onde I é o niimero de estados iniciais da outra
cadeia), cada qual ligando o estado transiente em questao aos estados iniciais da
outra. Evidentemente, os valores destas novas transicoes nao podem ser iguais ao
valor da transi¢do removida (isto violaria as restrigbes probabilisticas). Logo, o
valor de uma nova transicao deve ser igual ao valor da transicao antiga vezes a
probabilidade do estado inicial ao qual ela se liga. Matematicamente, isto significa

que Gip = ;s - (k). A Figura 5.6 ilustra este processo.

3 vimeali) =1e > v Ten(d) = 1, logo, como 7 = Tea UTen, Doy, m(k) = 2.
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onde: é Possivel estado inicial da tendéncia

--- Transigdo ao estado absorvente removida

— Transigdo adicionada que interliga ambas as estruturas

Figura 5.6: Exemplo do processo de uniao dos parametros das estruturas construidas

para as tendéncias de alta e baixa dos precos.

Definidos os valores iniciais de 7 e A, resta-nos especificar o parametro B. A
fim de definirmos seus valores iniciais, tentamos primeiro encontrar uma distribui-
cao de probabilidades que reproduzisse adequadamente o conjunto de retornos de
nossa série de precos suavizada. Naturalmente, dividimos os retornos em positivos
e negativos, e ajustamos uma distribuicao para cada conjunto. Foram testadas as
seguintes distribui¢coes: Exponencial, Gamma, Weibull, LogNormal e Pareto Gene-
ralizada. A avaliacao da qualidade do ajuste foi feita utilizando as mesmas métricas
citadas anteriormente, comparagao do CCDF e do MSE. Para ambos os conjuntos
(retornos negativos e positivos) a distribui¢ao que melhor se ajustou aos dados foi

a Gamma.

Encontrada uma distribuicao para os retornos, podemos entao definir a distri-
buicao inicial de simbolos em cada estado e, consequentemente, os valores iniciais do
parametro B. Suponha que queiramos definir estas probabilidades para um estado

que pertenca a cadeia que representa as tendéncias de alta. Naturalmente, os sim-
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bolos que representam retornos negativos terao probabilidade zero. Para os demais,
sua probabilidade de emissao serd igual a probabilidade do intervalo ao qual estao
associados, calculada a partir da distribuicao Gamma ajustada. A Figura 5.7 ilustra
este processo. Procedendo de maneria andloga para cada estado, definimos, assim,

os valores iniciais do parametro B.

Distribuicdo Gamma Ajustada aos Retornos Positivos (suavizados) do WTI
200 T T T T T

180

160

140

120

80 7]
|
|
60 | ]
|
|
0 | ;
|
|
20 | 8
I P[ 0. 5Uxx<1%4!
l T | PLx>1%4
0 1 - I I
0 0.5% 1.0% 1.5% 2.0% 2.5% 3.0%
Retorno (r)
P[ V=3] P[V=4]  P[V=5]

Figura 5.7: Definindo a distribuicao dos simbolos do modelo HMM. Neste exemplo,
estamos utilizando M = 6 simbolos e V' = 0.5%. Os trés primeiros simbolos (que

nao estao ilustrados) tém probabilidade zero, pois representam retornos negativos.

5.2 Meétricas de Avaliacao da Metodologia

A metodologia proposta no capitulo 4 tem como objetivo prever a distribuicao
do retorno acumulado do preco do petroleo, ao final de uma janela de tempo futura

de F dias. E de grande interesse para um investidor ter uma distribuicdo como
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esta disponivel, pois isto lhe permite elaborar diferentes estratégias de investimento,

assim como estimar o risco de suas decisoes.

A fim de avaliarmos a metodologia e o modelo criados (quanto a qualidade de
suas previsoes), decidimos verificar os resultados auferidos por um investidor que
utilizasse-o0s, em conjunto com a seguinte a estratégia de investimento: comprar
petroleo no mercado spot se a média da distribui¢ao calculada for positiva (o que
indica que o modelo calcula que uma alta no preco é mais provavel que uma queda)
e vender se a média for negativa®. Decidimos fazer uso desta estratégia por sua
simplicidade, e por representar um referencial para todas as outras, uma vez que,
caso o investidor consiga obter lucros extraordinarios utilizando-a, entao, muito
possivelmente, ele também o fard se construir outras estratégias mais complexas,

que, por exemplo, facam uso de instrumentos financeiros como derivativos e opcoes.

Definida a estratégia, utilizamos as seguintes métricas para avaliar nossa meto-

dologia:

e Dgiai: Indica a taxa de acerto da direcao dos precos, ou seja, a fracao de vezes
que o modelo previu corretamente uma alta (ou queda) nos pregos, no periodo

considerando.

e Retorno: Indica o retorno obtido pelo investidor, ao utilizar determinada

estratégia.

5.3 Resultados

Os ensaios a seguir foram realizados utilizando a série de precos diarios, nominais,
do WTI obtida na pagina da EIA [21]|. Ela contém 5760 observagoes, e compreende
o periodo que vai de 02 de janeiro de 1986 a 28 de outubro de 2008. Realizamos

SImportante: Vender nio deve ser interpretado aqui como short selling, mas, simplesmente,
como uma operacao de venda no mercado spot a vista, caso o investidor possua a commodity, ou

apenas nao comprar, caso ele ndao a possua.
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a estimagao da estrutura do modelo e de seus parametros iniciais (cujos processos
foram descritos na se¢ao 5.1.2) utilizando as primeiras 4000 amostras da série. Por
isso, consideramos que o investidor hipotético, descrito na secao anterior, inicia seus
investimentos somente em agosto de 2001, apos ter feito estas estimacoes iniciais. A
seguir, apresentamos os resultados obtidos para duas janelas de previsao distintas,

de 20 e 30 dias.

5.3.1 Janela de Previsao de 20 dias

Neste primeiro ensaio, consideramos que a janela de previsao do investidor é de 20
dias, ou seja, a cada 20 dias uteis ele reavalia sua posicao no mercado. A estratégia
de investimento utilizada por ele é aquela descrita na secao 5.2. Os valores dos
elementos do HMM utilizados neste ensaio encontram-se especificados na Tabela

5.1

A Figura 5.8 ilustra a evolugao do capital do investidor (amostrado a cada 20
dias) no periodo de agosto de 2001 a outubro de 2008. Assumimos que seu inves-
timento inicial é de 100 dolares, que, em nenhum momento, ha adicao de capital
externo, e que nao ha custos de transacao. Para efeito de comparacao, a figura tam-
bém mostra a evolucao do capital de um investidor que tivesse optado pela estratégia
Buy — and — Hold, ou seja, que tivesse investido 100 doélares comprando petroleo
em agosto de 2001 e nao houvesse mais mudado de posicao. Ao ilustrarmos esta
estratégia, estamos, na realidade, comparando o retorno auferido pela utilizacao de

nosso modelo ao retorno do mercado.
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Figura 5.8: Evolucao do capital investido com o HMM e com o Buy-and-Hold. A
taxa de acerto Dy, do HMM foi de 63.33%.

No periodo considerado, o modelo HMM obteve uma taxa de acerto Dgg =
63.33%, o que significa que, das 90 previsoes feitas, o modelo conseguiu acertar a
direcao do prego do WTI em 57 delas. O capital final, possuido pelo investidor
que utilizou o modelo, é de 615 dolares, o que representa uma rentabilidade de
515% em 7 anos. Neste mesmo periodo, a estratégia Buy-and-Hold apresentou uma

rentabilidade de 125%, resultando em um capital final de 225 dolares.

A Tabela 5.2 compara a rentabilidade anual da estratégia que utiliza o HMM, a
rentabilidade anual do mercado, ou seja, aquela obtida pelo Buy-and-Hold. Dela, po-
demos, primeiramente, observar que, utilizando o HMM, conseguimos acompanhar

as altas do mercado, como ocorreu nos anos de 2002, 2004, 2005 e 2007. Apesar
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de, nestes anos, a rentabilidade do modelo ser menor que a do mercado, ela é, na
maioria das vezes, bem proxima. Mas a grande vantagem do HMM aparece nos
mercados em baixa. Observemos os anos de 2003 e 2008. Em ambos, a utilizacao
do HMM trouxe uma substancial vantagem ao investidor, especialmente no ano de
2008, no qual houve uma aumento significativo dos precos do petroleo em seu inicio,

seguido de uma queda brusca, do meio para o final do ano.

Tabela 5.2: Rentabilidades Anuais das Estratégias HMM e Buy-and-Hold entre 2002
e 2008.

Ano Rentabilidade
HMM  Buy-and-Hold

2002 53.09% 56.40%
2003  46.14% 04.22%
2004 22.41% 33.36%
2005  38.89% 40.81%
2006 —00.33% —00.33%
2007 33.31% 57.73%
2008  21.82% —34.59%

A titulo de curiosidade, decidimos também verificar como o modelo se compor-
taria caso um investidor o tivesse utilizado desde o inicio da série (1986). Estamos
conscientes que esta verificagdo ignora o fato de que os valores iniciais dos para-
metros do modelo foram estimados a partir de dados futuros. No entanto, como a
reestimacao de parametros é feita a cada 600 dias tteis, a influéncia de seus valores
iniciais se faz presente apenas nas primeiras previsoes. Além disso, como de 2001
até 2008 o preco do petroleo esteve, quase sempre, em alta, achamos valido verifi-
car como o modelo se comportaria em outras situagoes (como uma longa baixa, por
exemplo). Mesmo que a analise deste ensaio nao possa ser utilizada para se formular

uma conclusao definitiva, ela pode nos fornecer alguns indicios.
Assim, a Figura 5.9 ilustra a evolucao do capital do investidor no periodo de
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maio de 1988 a outubro de 2008. Novamente assumimos que o investimento inicial

feito foi de 100 dolares, que, em nenhum momento, houve adi¢ao de capital externo,

e que nao existem custos de transacao.

Evolucéo do Capital Investido
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Figura 5.9: Evolucao do capital investido com o HMM e com o Buy-and-Hold. A
taxa de acerto Dy do HMM foi de 60.07%.

No periodo considerado, a taxa de acerto D, do modelo HMM foi de 60.07%, o

que significa que, das 258 previsoes feitas, ele conseguiu acertar a direcao do prego do

WTI em 155 delas. O capital final, possuido pelo investidor que utilizou o modelo,

é de 2340 dolares, o que representa uma rentabilidade de 2240% em aproximada-

mente 21 anos. Neste mesmo periodo, a estratégia Buy-and-Hold apresentou uma

rentabilidade de 254%, resultando em um capital final de 354 dolares, ou seja, a

rentabilidade do investidor que utilizou o HMM foi superior a do mercado em quase
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dez vezes.

A Tabela 5.3 é semelhante a Tabela 5.2, e compara a rentabilidade anual da
estratégia que utiliza o HMM, a rentabilidade anual do mercado, no periodo testado.
Em 13 dos 21 anos (ou em 61.90% das vezes), a rentabilidade do modelo foi igual ou
superior a rentabilidade do mercado. Novamente, podemos observar como o modelo
reduz significativamente as perdas nas épocas de queda do mercado, e acompanha

razoavelmente as altas.

Por fim, a Figura 5.10 ilustra a evolucao, no tempo, da distancia entre o capi-
tal acumulado por ambas as estratégias. Esta distancia é calculada como a dife-
renca entre os logaritmos do capital acumulado pelo modelo e pelo Buy-and-Hold.
Observando-a, fica evidente a tendéncia de crescimento, no longo prazo, desta dis-
tancia, o que indica que o modelo consegue, constantemente (no longo prazo), auferir

resultados superiores aos do mercado.
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Tabela 5.3: Rentabilidades Anuais das Estratégias HMM e Buy-and-Hold entre 1988

e 2008.
Ano Rentabilidade
HMM Buy-and-Hold

1988 15.61% —03.42%
1989  25.24% 27.50%
1990  38.99% 30.48%
1991 —28.82% —32.76%
1992 10.65% 01.91%
1993  —05.59% —27.16%
1994  08.52% 25.20%
1995  15.25% 09.95%
1996 11.67% 32.55%
1997 —05.70% —31.84%
1998  04.22% —31.20%
1999  47.74% 112.28%
2000 21.83% 03.72%
2001  02.95% —25.33%
2002  53.09% 56.40%
2003  46.14% 04.22%
2004 22.41% 33.36%
2005  38.89% 40.81%
2006 —0.33% —00.33%
2007 33.31% 57.73%
2008  21.82% —34.59%
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Figura 5.10: Distancia entre o capital acumulado pela estratégia que utiliza o modelo

HMM e o acumulado pela estratégia Buy-and-Hold.

5.3.2 Janela de Previsao de 30 dias

Nesta secao, repetimos os ensaios realizados na secao anterior, s6 que, desta
vez, utilizamos uma janela de previsao de 30 dias. Estes novos experimentos foram
realizados com o objetivo de verificarmos a capacidade de previsao da metodologia
e do modelo desenvolvidos, ao serem utilizados com um horizonte de previsao um
pouco mais longo. Os resultados aqui apresentados seguem a mesma forma daqueles
apresentados na secao 5.3.1. Os parametros utilizados encontram-se especificados

na sec¢ao 95.1.2.

A Figura 5.11 ilustra a evolugao do capital (amostrado a cada 30 dias) de dois
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investidores distintos, um que utiliza o HMM e outro que utiliza o Buy-and-Hold,
no periodo de outubro de 2001 a outubro de 2008. Novamente assumimos que
o investimento inicial feito foi de 100 doélares, que, em nenhum momento, houve

adicao de capital externo, e que nao existem custos de transacao.

Evolugdo do Capital Investido
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Figura 5.11: Evolucao do capital investido com o HMM e com o Buy-and-Hold. A
taxa de acerto Dy, do HMM foi de 66.10%.

No periodo considerado, o modelo HMM obteve uma taxa de acerto Dy, =
66.10%, o que significa que, das 59 previsoes feitas, o modelo conseguiu acertar a
direcao do preco do WTI em 39 delas. O capital final, possuido pelo investidor que
utilizou o modelo HMM, é de 658 doélares, o que representa uma rentabilidade de
558% em 7 anos. Neste mesmo periodo, a estratégia Buy-and-Hold apresentou uma

rentabilidade de 183%, resultando em um capital final de 283 dolares.

108



A Tabela 5.4 compara a rentabilidade anual da estratégia que utiliza o HMM, a
rentabilidade anual do mercado, ou seja, aquela obtida pelo Buy-and-Hold. Nova-
mente, podemos observar que, utilizando o HMM, conseguimos acompanhar bem as
altas no mercado (como ocorreu nos anos de 2002, 2004, 2005 e 2007), e nos posi-
cionar favoravelmente durante as baixas, evitando assim perdas substanciais (como

em 2006 e 2008).

Tabela 5.4: Rentabilidades Anuais das Estratégias HMM e Buy-and-Hold entre 2002
e 2008.

Ano Rentabilidade
HMM  Buy-and-Hold
2002 71.69% 56.40%
2003  02.77% 04.22%
2004 20.12% 33.36%
2005 54.16% 40.81%

2006 11.99% —00.33%
2007 61.61% 57.73%
2008 23.71% —34.59%

Pelos mesmos motivos descritos na secao 5.3.1, decidimos também verificar o
comportamento do modelo HMM nos anos anteriores a 2002. A Figura 5.12 ilustra
a evolucao do capital do investidor no periodo de julho de 1989 a outubro de 2008.
Novamente assumimos que o investimento inicial feito foi de 100 dolares, que, em
nenhum momento, houve adicao de capital externo, e que nao existem custos de

transacao.
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Figura 5.12: Evolucao do capital investido com o HMM e com o Buy-and-Hold. A
taxa de acerto Dy, do HMM foi de 61.11%.

No periodo considerado, a taxa de acerto Dy do modelo HMM foi de 61.11%,
o que significa que, das 162 previsoes feitas, ele conseguiu acertar a dire¢ao do preco
do WTI em 99 delas. O capital final, possuido pelo investidor que utilizou o modelo
HMM, é de 1918 doélares, o que representa uma rentabilidade de 1818% em aproxi-
madamente 20 anos. Neste mesmo periodo, a estratégia Buy-and-Hold apresentou

uma rentabilidade de 207%, resultando em um capital final de 307 dolares.

A Tabela 5.5 é semelhante a Tabela 5.3, e compara a rentabilidade anual da
estratégia que utiliza o HMM, a rentabilidade anual do mercado, no periodo testado.
Em 13 dos 19 anos (ou em 68.42% das vezes), a rentabilidade do modelo foi igual ou

superior a rentabilidade do mercado. Novamente, podemos observar como o modelo,
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na maior parte dos anos, reduz significativamente as perdas nas épocas de queda do

mercado, e acompanha razoavelmente as altas.

Tabela 5.5: Rentabilidades Anuais das Estratégias HMM e Buy-and-Hold entre 1989

e 2008.
Ano Rentabilidade
HMM Buy-and-Hold

1990  15.52% 30.48%
1991 14.25% —32.76%
1992  01.68% 01.91%
1993 —25.35% —27.16%
1994  15.3™% 25.20%
1995  20.46% 09.95%
1996  19.23% 32.55%
1997 —19.59% —31.84%
1998 —16.15% —31.20%
1999 112.28% 112.28%
2000 10.37% 03.72%
2001 —05.92% —25.33%
2002 71.69% 56.40%
2003 02.77% 04.22%
2004  20.12% 33.36%
2005  54.16% 40.81%
2006  11.99% —00.33%
2007  61.61% 57.73%
2008  23.71% —34.59%

Por fim, a Figura 5.13 ilustra evolucao, no tempo, da distancia entre o capital

acumulado por ambas as estratégias. Observando-a, fica evidente a tendéncia de

crescimento, no longo prazo, desta distancia, o que indica que o modelo consegue,
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no longo prazo, auferir resultados superiores aos do mercado.
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Figura 5.13: Distancia entre o capital acumulado pela estratégia que utiliza o modelo

HMM e o acumulado pela estratégia Buy-and-Hold.

5.3.3 Influéncia dos Valores Iniciais dos Parametros do HMM

O método que utilizamos para encontrar valores iniciais para os parametros 7
e A, descrito na secao 5.1.2, sofre de um empecilho. Conforme mostramos, estes
valores sdo obtidos do ajuste feito a partir de uma distribui¢do PH (no caso, uma
coxian geral) ao conjunto dos tempos de duragio das tendéncias. Este ajuste, por
sua vez, é feito pelo programa EMpht, através de um algoritmo EM; ou seja, o
resultado do ajuste depende dos valores iniciais dados a distribuicao PH. Assim, a

fim de verificarmos a influéncia que o resultado deste ajuste pode ter sobre nossos
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resultados finais, decidimos fazer uma anélise de sensibilidade dos tltimos em relagao

aos primeiros.

O programa EMpht, por padrao, inicializa aleatoriamente os parametros da dis-
tribuicao PH que sera ajustada. Assim, decidimos fazer 101 ajustes diferentes com
o programa e, a partir de cada um, utilizando o método de estimacao de parametros
iniciais descrito na secao 5.1.2, obtivemos 101 conjuntos distintos de valores iniciais
de parametros para nosso modelo HMM. Realizamos, entao, 101 vezes nossos ex-
perimentos, e verificamos a variabilidade dos resultados finais. Os resultados desta

verificacao podem ser vistos no apéndice A.3.

Infelizmente, observamos que estes ajustes iniciais tém, sim, influéncia conside-
ravel nos resultados finais”, como pode ser visto na Figura 5.14. Nela, é ilustrada
a taxa de acerto (Ds,) obtida por cada um dos 101 experimentos realizados, para
seis configuragoes distintas do HMM (nas quais varia, apenas, o nimero de estados),
e também sua média e seu desvio padrao, considerando uma janela de previsao de
20 dias, e que o periodo de investimento tem inicio em agosto de 2001 e se encerra
em outubro de 2008. A variabilidade dos resultados obtidos ilustra como o HMM é

sensivel aos valores iniciais de seus parametros.

"Verificamos entdo, se havia alguma relacdio entre a qualidade do ajuste feita pelo EMpht e
qualidade do modelo resultante, ou seja, se os ajustes com maior likelihood resultavam nos melhores

modelos. No entanto, nao observamos qualquer relagao 6bvia.
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Figura 5.14: Taxa de acerto obtida por cada um dos 101 experimentos realizados
para seis configuracoes distintas do HMM. A média e o desvio padrao de cada

configuragao sao apresentados, respectivamente, dentro das caixas pretas.

Assim, os resultados apresentados nas secoes 5.3.1 e 5.3.2 sao os melhores que
obtivemos, em termos de rentabilidade ao investidor, dada a configuracao do modelo
HMM escolhida (nimero de estados, janela de treinamento, etc.) para as duas

janelas de previsao consideradas, de 20 e 30 dias.

5.4 Comparacao com Qutras Estratégias

Em separado, os resultados apresentados acima nao sao suficientes para con-
vencer um investidor a adotar a metodologia proposta neste trabalho. Para isto,

precisamos também mostrar que ela tem desempenho superior a outras estratégias

114



existentes, especialmente as mais simples. Evidentemente, nao nos cabe, aqui, fazer
uma anéalise comparativa entre todos os modelos preditivos e estratégias de investi-
mento ja elaborados. Por isso, decidimos fazer tal comparacao considerando apenas
dois métodos de previsao classicos, extremamente simples: o preditor replicativo e

o passeio aleatorio.

Selecionamos estes dois, pois consideramo-os uma referéncia. Se nao é possivel
prever os movimentos do preco do petroleo, entdo qualquer estratégia (ou modelo

preditivo) elaborada tera desempenho, no méaximo, igual a ambos.

5.4.1 Preditor Replicativo

Dado uma série temporal, a estratégia do preditor replicativo assume que a
melhor previsao para a proxima amostra é a amostra atual. Assim, a previsao de
Yt € Uy = y;—1. Em nosso caso, como estamos querendo prever o retorno acumulado
pelo WTI em um intervalo futuro de F' dias, o valor previsto por esta estratégia sera

igual ao seu retorno acumulado nos F' dias anteriores.

A Figura 5.15 ilustra a evolugao do capital de um investidor que adotasse a estra-
tégia do preditor replicativo, entre agosto de 2001 e outubro de 2008, utilizando uma
janela de previsao de 20 dias. Novamente, assumimos que é feito um investimento
inicial de 100 doélares, que, em nenhum momento, ha adicao de capital externo, e

que nao existem custos de transacao.
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Figura 5.15: Evolucao do capital investido com o preditor replicativo e com o Buy-

and-Hold. A taxa de acerto Dy, do preditor replicativo foi de 48.89%.

No periodo considerado, o preditor replicativo obteve uma taxa de acerto D =
48.89%, o que significa que, das 90 previsoes feitas, ele conseguiu acertar a direc¢ao
do preco do WTI em apenas 44 delas. O capital final, possuido pelo investidor que
utilizou esta estratégia, é de 179 dodlares, o que representa uma rentabilidade acumu-
lada de 79% em 7 anos. Neste mesmo periodo, a estratégia Buy-and-Hold apresentou

uma rentabilidade de 125%, resultando em um capital final de 225 dolares.

A Tabela 5.6 compara a rentabilidade anual da estratégia replicadora a renta-
bilidade anual do HMM (considerando F' = 20 dias) e & do mercado, no periodo
testado. Observe que em apenas 1 dos 7 anos, a rentabilidade da estratégia replica-

dora foi igual ou superior a rentabilidade do mercado, e que, em nenhum momento,
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ela conseguiu superar a rentabilidade do HMM.

Tabela 5.6: Rentabilidades Anuais das Estratégias Replicadora, HMM e Buy-and-
Hold entre 2002 e 2008

Ano Rentabilidade
Replicador ~HMM  Buy-and-Hold

2002 18.01% 53.09% 56.40%
2003 —03.08%  46.14% 04.22%
2004  04.59% 22.41% 33.36%
2005  27.14% 38.89% 40.81%
2006 —08.44% —00.33% —00.33%
2007  14.02% 33.31% 57.73%
2008 12.98% 21.82% —34.59%

A exemplo do que fizemos na secao 5.3.1, decidimos também verificar os resul-
tados desta estratégia replicadora caso utilizassemo-na desde o inicio da série. A
Figura 5.16 ilustra a evolucao do capital de um investidor que adotasse a estratégia
do preditor replicativo, entre maio de 1988 e outubro de 2008, utilizando uma janela
de previsao de 20 dias. Novamente, assumimos que é feito um investimento inicial
de 100 dolares, que, em nenhum momento, h& adicao de capital externo, e que nao

existem custos de transacao.
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Figura 5.16: Evolucao do capital investido com o preditor replicativo e com o Buy-

and-Hold. A taxa de acerto Dy, do preditor replicativo foi de 51.94%.

No periodo considerado, a taxa de acerto Dy, do preditor replicativo foi de
51.94%, o que significa que, das 258 previsoes feitas, ele conseguiu acertar a dire¢ao
do preco do WTI em apenas 134 delas. O capital final, possuido pelo investidor
que utilizou esta estratégia, ¢ de 476 dolares, o que representa uma rentabilidade de
376% em, aproximadamente, 21 anos. Neste mesmo periodo, a estratégia Buy-and-
Hold apresentou uma rentabilidade de 254%, resultando em um capital final de 354

dolares.

A Tabela 5.7 compara a rentabilidade anual da estratégia replicadora a renta-
bilidade anual do HMM (considerando F' = 20 dias) e & do mercado, no periodo

testado. Observe que em apenas 10 dos 21 anos (ou em 47.62% das vezes), a renta-
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bilidade da estratégia replicadora foi igual ou superior a rentabilidade do mercado,
enquanto que, para o HMM, esta taxa foi de 61.90% (ou 13) anos. Além disso, a
rentabilidade do HMM supera a do Replicador em 16 dos 21 anos em questao (ou

76.19% das vezes).

Tabela 5.7: Rentabilidades Anuais das Estratégias Replicadora, HMM e Buy-and-
Hold entre 1988 e 2008

Ano Rentabilidade
Replicador =~ HMM  Buy-and-Hold

1988  13.43% 15.61% —03.42%
1989  34.68% 25.24% 27.50%
1990  113.58% 38.99% 30.48%
1991  —22.08%  —28.82% —32.76%
1992  03.01% 10.65% 01.91%
1993  —07.76%  —05.59% —27.16%
1994 —08.82%  08.52% 25.20%
1995  06.17% 15.25% 09.95%
1996  14.45% 11.67% 32.55%
1997 —11.19% —05.70% —31.84%
1998  —28.83%  04.22% —31.20%
1999  65.50% 47.74% 112.28%
2000 —00.23%  21.83% 03.72%
2001  —08.01%  02.95% —25.33%
2002  18.01% 53.09% 56.40%
2003  —03.08%  46.14% 04.22%
2004  04.59% 22.41% 33.36%
2005  27.14% 38.89% 40.81%
2006 —08.44%  —00.33% —00.33%
2007 14.02% 33.31% 57.73%
2008  12.98% 21.82% —34.59%
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5.4.2 Passeio Aleatorio

O modelo de passeio aleatorio, discutido na secao 3.2.1, considera que cada mu-
danca sucessiva em uma série temporal y; é extraida, independentemente, de uma

2. Se, de fato, o preco do

distribuicao de probabilidade com média 0 e varianca o
petroleo segue um passeio aleatorio, entao é impossivel prever seus movimentos futu-
ros, e, portanto, qualquer rentabilidade significativa que houvesse sido auferida por
um investidor, através da utilizacao de um modelo matematico, seria conseqiiéncia
da sorte. Assim, decidimos verificar os resultados obtidos por um modelo de passeio

aleatorio, a fim de averiguar a possibilidade de que os resultados conseguidos com o

HMM tenham sido obra do acaso.

Resolvemos, entao, construir a seguinte estratégia de investimento: a cada F
dias (onde F' é o tamanho da janela de previsdo) o investidor joga uma moeda, ndo
viciada, e, se o resultado for cara, ele compra petroleo no mercado spot, caso tenha
capital disponivel; se for coroa, ele vende no mercado spot todo 6leo que possuir. A

posicao adotada nao é alterada até que se passem os F' dias.

Realizamos, ao todo, 10000 ensaios, utilizando uma janela de previsao F' = 20
dias. A fim de compararmos os resultados deste modelo, aos obtidos pelo HMM,
consideramos que os investimentos sao realizados entre agosto de 2001 e outubro
de 2008. Assumimos, novamente, que o investidor dispoe de um capital inicial de
100 dolares, e que nao ha, em nenhum momento, introdugao de capital externo.

Assumimos, também, que nao existem custos de transacao.

Conforme discutido na secao 5.3.3, os resultados do HMM sao sensiveis a escolha
de seus parametros iniciais. Por esta razao, nao basta, simplesmente, compararmos
os resultados de um tnico ensaio, aos obtidos pelo passeio aleatorio, sob o risco
de que este ensaio tenha, por acaso, apresentado bons resultados. E necessario,
também, verificarmos se, em geral, o HMM apresenta resultados superiores aos do
passeio aleatorio. Assim, utilizamos as métricas colhidas na analise de sensibilidade
feita para o HMM, apresentada no apéndice A.3, e comparamo-as as calculadas a

partir dos ensaios feitos para o passeio aleatorio. Estas métricas sdo: (1) taxa de
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acerto média (valor médio observado para a estatistica Dy, ); (2) varidncia da taxa
de acerto; (3) probabilidade de Dy > 57%; (4) probabilidade da rentabilidade da
metodologia ser maior que a do mercado (ou seja, ser superior a estratégia Buy-and-
Hold); (5) probabilidade de se auferir rentabilidade negativa; (6) e o 90° percentil
da rentabilidade. A justificativa para a utilizacao de cada uma destas estatisticas

pode ser encontrada no apéndice A.3.

Na Tabela 5.8, é feita esta comparacao®. Observando-a, fica evidente a superio-

ridade do HMM em relacao ao modelo de passeio aleatorio.

Tabela 5.8: Comparacao entre os Resultados do HMM e do Passeio Aleatorio

Métrica Passeio Aleatorio HMM
E[Dtat] 0.5009 0.5745
Var[Dgiat) 2.80e — 03 1.10e — 03
P[Dgtar > 0.57] 0.0895 0.5248
P[Rentabilidade > BH] 0.2225 0.9307
P|[Perda] 0.2104 0.0

8 A configuracio do HMM utilizada é aquela especificada em 5.1.2.
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Capitulo 6

Conclusao

Vimos, no capitulo 1, a importancia de se construir um modelo de previsao do
preco do petréleo. Vimos também que, devido a enorme quantidade de fatores que
o afetam, a construcao de modelos de regressao preditivos é uma tarefa dificil, prin-
cipalmente devido ao fato de que, nestes, a previsao do preco esta, normalmente,
condicionada a previsao das proprias variaveis explanatérias, como é o caso do mo-

delo apresentado na secao 3.1.

Esta dificuldade inerente aos modelos de regressao estimulou a busca de formas
alternativas de se tentar fazer esta previsao, utilizando, por exemplo, modelos de
séries temporais. Os modelos de séries temporais lineares, como o AR, 0o ARMA e o
ARIMA, discutidos na secao 3.2, nao apresentaram resultados preditivos satisfato-
rios, como verificado em [26], sugerindo que a série de preco do petrdleo esta longe

de ser um processo linear.

Recentemente, devido ao aumento do poder computacional, uma nova classe de
modelos preditivos nao lineares vem sendo testada, dentre os quais podemos citar
as Redes Neurais. Os resultados apresentados por |25, 29, 26, 30| sugerem que, estes
sim, conseguem capturar um pouco da dinamica dos precos, e apresentam capacidade
preditiva satisfatoria. Dentro deste contexto, esta dissertacao teve como objetivo
propor a utilizagao de um outro modelo nao linear de previsao de séries temporais,

ainda pouco utilizado na area financeira, conhecido como modelo de Markov oculto
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(HMM), e verificar sua eficicia na previsdo do comportamento do preco do petrodleo.

Elaboramos uma metodologia de previsao que consiste de, basicamente, duas
etapas. Na primeira, devido a alta volatilidade existente, suavizamos a série de
precos utilizando as Wavelets, com o objetivo de ressaltar suas reais tendéncias e,
assim, destacar seus movimentos significativos. Em seguida, esta série suavizada é
fornecida como entrada ao HMM, e utilizada para estimar seus parametros. Deter-
minados estes valores, o HMM é, entao, utilizado para fazer as previsoes. Decidimos
por prever a distribuicao completa do retorno acumulado pelo preco do petroéleo, ao
invés de, somente, seu valor esperado, pois entendemos que a primeira traz muito
mais informacoes tteis ao investidor, e permite que ele, por exemplo, possa fazer

uma analise de risco de suas decisoes.

Os resultados apresentados nas secoes 5.3 e 5.4 encorajam a utilizacao do HMM
na previsao dos movimentos do preco do petroleo e, certamente, de outros ativos fi-
nanceiros (como preco de ag¢oes ou outras commodities). Verificamos que, utilizando-
0, é possivel identificar os movimentos significativos dos precgos (suas tendéncias) e,
a partir destes, calcular a probabilidade de que, no futuro préoximo, se mantenham

ou se invertam.

Entretanto, ainda ha um aspecto que deve ser visto com muito cuidado e estu-
dado mais a fundo. Conforme comentamos ao longo desta dissertacao, o HMM é
sensivel a escolha dos valores iniciais de seus parametros. Apesar de termos ela-
borado uma metodologia para escolhe-l0s, ela nao é conclusiva, ou seja, nao nos
fornece, sempre, um conjunto ideal de valores. Por esta razao, foi necessério fazer-
mos diversos ensaios para uma mesma configuracao do HMM, a fim de escolhermos
o conjunto de valores iniciais dos parametros que levam aos melhores resultados.
Assim, acreditamos que o proximo passo deste trabalho é estudar cuidadosamente
a diferenca entre estes valores, identificar a razao pela qual uns resultam em bons

modelos, e outros nao, e, assim, elaborar um método que otimize-os.

Por fim, achamos importante ressaltar que o modelo desenvolvido neste trabalho,

assim como qualquer outro modelo mateméatico, jamais deve ser utilizado como
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unica ferramenta de analise de um processo. O objetivo de um modelo deve ser
o de auxiliar seu usuario, fornecendo informacoes extras, e nao substitui-lo como
tomador de decisoes, especialmente no caso de decisoes de investimento que, como

vimos, podem depender de inimeros fatores.

6.1 Trabalhos Futuros

Acreditamos que este trabalho pode servir como ponto de origem & varios outros.

Dentre os trabalhos futuros que visualizamos, podemos destacar:

e Elaborar um algoritmo para otimizar a escolha dos valores iniciais dos para-

metros do HMM;

e Construir novas estruturas para a cadeia de Markov do HMM, e verificar se

estas melhoram sua capacidade preditiva;

e Estudar em mais detalhes as caracteristicas de diferentes Wavelets, a fim de
determinar qual delas é a mais adequada para se utilizar na suavizacao da

série de pregos do petroleo;

e Fazer uma analise de sensibilidade mais completa dos elementos do HMM,

para se identificar, com maior precisao, sua configuracao ideal;

e Existe um novo tipo de HMM, chamado de HMM hierarquico, no qual o pro-
cesso de emissao de simbolos é governado por uma cadeia de Markov, ao invés
de uma simples distribuicao de probabilidades. Assim, cada estado oculto da
cadeia contém, dentro de si, uma outra cadeia de Markov, que é responsavel
pela emissao dos simbolos. Uma cadeia como esta foi, recentemente, utilizada
por [33, 34| para prever a taxa de perda de pacotes na Internet, observada por
uma aplicacao de transmissao de voz em tempo real. Seu objetivo, ao utilizar
este tipo de cadeia, foi capturar, com a cadeia oculta, os estados de longo

prazo das perdas e, com as cadeias hierarquicas (que se encontram dentro de
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cada estado oculto), as variagdes de curto prazo nas estatisticas de perda. En-
tendemos que um modelo como este é perfeitamente plausivel de ser utilizado
com séries financeiras. A exemplo de [33, 34|, poderiamos tentar capturar,
com os estados ocultos, as tendéncias de longo prazo da série e, com as cadeias

hierdrquicas, a dinamica de curto prazo em cada um destes estados.
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Apéndice A

Conceltos Teo6ricos Auxiliares

A.1 Distribuicoes Phase-Type

Uma distribui¢do Phase-Type (PH) consiste em uma mistura de distribuigoes
exponenciais, e ¢ caracterizada por uma cadeia de Markov finita absorvente!. O
nimero N de fases da distribuicdo & igual ao ntimero de estados transientes® da ca-
deia associada ao processo. A distribuicao PH é utilizada para representar variaveis
aleatorias que medem o tempo decorrido até que o estado absorvente da cadeia seja

atingido.

Assim, uma distribuigao PH é definida pelo vetor m; = Plgy = S|, 1 <i < N,

que representa a probabilidade do processo ser iniciado no estado 7, e pela matriz
Q= (A.1)

onde T é uma matriz (N x N) que representa as transigoes entre os estados transi-
entes, e t ¢ o vetor (N x 1) que contém o valor das transi¢oes dos estados transientes

ao absorvente. T e t estao relacionados pela equacao t = —T - 1.

1'Uma cadeia de Markov é dita absorvente se contém um estado absorvente.
2Um estado é classificado como transiente se a probabilidade de nunca se retornar a ele, apds

té-lo deixado, é maior que zero. Logo estado absorvente nao é transiente.
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A Figura A.1 ilustra alguns exemplos de cadeias de Markov que representam
distribuicoes PH. Uma discussao mais detalhada sobre esta classe de distribuicoes,

assim como suas propriedades, pode ser vista em [41, 42, 39].

@ ay, a e @

onde: é} Possivel estado inicial do processo onde: 6 Possivel estado inicial do processo
(a) (b)
@ a, <:) s (:> @ a;, (%) 3y (%)
Q1 aps { A, ans T a1 ans laz,ahs T
onde: é Possivel estado inicial do processo onde: é Possivel estado inicial do processo
(c) (d)

Figura A.1: Exemplos de Distribui¢des Phase-Type. (a) Hiperexponencial (b) Soma

de Exponenciais (c) Coxian (d) Coxian Geral.

A.2 Técnica de Uniformizacgao

A técnica de uniformizagao foi proposta por Jensen, em 1953 [43]|. Seu objetivo
é transformar uma cadeia de Markov de tempo continuo em uma cadeia de Markov
analoga, de tempo discreto. Isto ¢ de grande utilidade pois, em muitos casos, o
calculo de diversas medidas de interesse é muito mais simples de ser feito em cadeias
de tempo discreto, do que em cadeias de tempo continuo. A seguir, descrevemos

esta técnica [40].

Suponha a cadeia de Markov de tempo continuo X', composta por N estados,
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cuja matriz de transicao @) é dada por

—q1 qi12 - (QiN
21 —q2 - Q2N
Q={q;} =
_QN1 gn2 - —QN_

Para i # j, ¢;; é a taxa exponencial associada a transi¢cao que leva do estado .S5; ao
estado S5, e ¢; = Z#i ¢;; define a taxa exponencial de saida do estado S;*. Em X,
a probabilidade de se transicionar para o estado S;, dado que houve uma transicao
partindo de S;, é a;; = ¢i;/¢;, e o tempo médio de permanéncia no estado S; ¢é

exponencialmente distribuido com taxa g;.

Agora considere as seguintes transformacgoes em cada estado S; de X:

1. é criada uma transicao recorrente, ou seja, que permite a cadeia transicionar

de S; de volta a S;;

2. é definida uma nova taxa de saida A; > ¢; para o estado .S;, de modo que,
apds permanecer um tempo exponencialmente distribuido com taxa A; em .S;,

a cadeia faz uma transi¢do (para o mesmo, ou para outro estado).

Desse modo, as probabilidades de transi¢ao, nesta nova cadeia ;" sao dadas por

a;; = Gij/ A (A.2)
a; =1 —qi/A; (A.3)

Em X/, as probabilidades de se transicionar de \S; para S;, dado que ocorreu
uma transicao S; # S;, sao idénticas as observadas na cadeia X. Além disso, é
possivel demonstrar que, em ambas as cadeias, as distribuigoes do tempo total de
permanéncia em um mesmo estado também sao as mesmas. Este fato pode ser
verificado da seguinte maneira: suponha que a cadeia X encontre-se em 5;, e que,

a partir deste estado, ela tenha realizado n transicoes de volta ao mesmo estado,

3 Aqueles que desejam relembrar o significado destas taxas, sugerimos que revejam a secdo 2.1.2
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antes de deixé-lo pela transicao n+ 1. Como vimos anteriormente, a cada transicao,
a cadeia permanece um tempo em S;, que é exponencialmente distribuido com taxa
A;. Portanto, a distribuicao do tempo total de permanéncia em S; é dada pela soma
de n distribuicoes exponenciais independentes e identicamente distribuidas, o que,
por sua vez, define uma distribui¢ao do tipo Erlang, cuja funcao densidade é dada

por
Ai(Ait)n—leAit

parat > 0 (A.4)

A funcdo (A.4) estda condicionada ao fato de que conhecemos o nimero n de
transicoes feitas ao mesmo estado. Para encontrarmos a distribuicao geral, basta
descondiciona-la, multiplicando-a pela probabilidade de terem ocorrido n transicoes.
Conforme vimos na secao 2.1.1, a probabilidade de terem ocorrido n transicoes
consecutivas a um mesmo estado ¢ dada por uma distribuicao geomeétrica, com

parametro p, onde p é a probabilidade de se deixar o estado. Assim, teremos que

& (A n—leAit
P(T=t)= AZ(éxtz o (1 — /M) qi/ A

o

n=

= gie " (A.5)

ou seja, a distribuicao do tempo total de permanéncia em .S; é exponencial com taxa

qi- Assim, verificamos que as cadeias X e X" sao equivalentes.

Ao invés de escolhermos uma taxa A; para cada estado, podemos escolher uma
tnica taxa A > max(q;) e fazer as mesmas modificagoes descritas acima, gerando
a cadeia X'*. Deste modo, estaremos uniformizando as taxas exponenciais que des-
crevem o tempo até a ocorréncia de uma transicdo em X*. E possivel provar que
ambas as cadeias X e X' sao equivalentes. Uma discussao simples sobre a técnica
de uniformizagio pode ser vista em [38, 36]. Para uma descri¢do mais completa do

método, sugerimos [40, 44].

Apesar de a cadeia X'* ter uma estrutura discreta, ela ainda é uma cadeia con-
tinua, uma vez que o tempo decorrido até uma transicao sua é exponencialmente
distribuido com taxa A. Como sabemos, o modelo com o qual trabalhamos nesta dis-

sertacao é discreto, e, portanto, a principio, nao podemos utilizar X* diretamente.
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No entanto, como os dados que utilizamos para gerar a cadeia X sao discretos?,
estamos interessados em fazer uma descricao do tempo pelo nimero de transicoes.
Assim, se uniformizarmos X com a taxa A = 1 (isso implica que max(¢;) < 1), po-
demos ignorar o conceito de tempo continuo em X*, e utiliza-la, diretamente, como

uma cadeia discreta X'?. Estatisticamente, X, X* e X9 sdo equivalentes.

A.3 Analise de Sensibilidade aos Parametros do HMM

Nesta secao, mostramos os resultados obtidos pela metodologia de previsao pro-
posta, para diferentes configuracoes do modelo HMM. Conforme dito na secao 5.1.2,

foi a partir desta analise empirica que escolhemos os valores de N, M, V', 7 e T do

modelo HMM.

As Tabelas a seguir apresentam os resultados alcancados pelas diferentes confi-
guragoes avaliadas, para duas janelas de previsao distintas: 20 e 30 dias. Para cada
uma, realizamos 101 ensaios distintos, cada um contendo valores iniciais de m e A

diferentes dos demais.

Devido a sensibilidade observada no desempenho do modelo com relacao aos
valores iniciais dos seus parametros, decidimos avaliar cada configuracao pelas se-
guintes métricas: (1) taxa de acerto média (valor médio observado para a estatistica
Dgiat); (2) variancia da taxa de acerto; (3) probabilidade de Dy > 57%; (4) proba-
bilidade da rentabilidade da metodologia ser maior que a do mercado (ou seja, ser
superior a estratégia Buy-and-Hold); (5) probabilidade de se auferir rentabilidade
negativa; (6) e o 90° percentil da rentabilidade.

As duas primeiras métricas citadas no paragrafo anterior indicam tanto o desem-
penho esperado ao se adotar a configuracao quanto sua variabilidade. Observando-
as, é possivel fazer uma rapida avaliacao de cada alternativa. A terceira métrica
indica a probabilidade de, adotada aquela configuracao, se conseguir uma taxa de

acerto significativa. Escolhemos o valor desta taxa como 57% pois observamos ser

40 processo de geracio de X pode ser visto em 5.1.2.
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este o limite inferior que garante que a rentabilidade do modelo seja superior a do
Buy-and-Hold. A quarta métrica mostra o desempenho da configuracao quanto a
sua rentabilidade, quando comparada a rentabilidade do mercado. A quinta indica
a probabilidade de o investidor ter perdas ao adotar o modelo. Por fim, a sexta nos
permite comparar, entre si, os melhores modelos (em termos de rentabilidade) de

cada configuracao (no caso, os 10% melhores).

Observando os resultados da anélise feita, apresentados nas tabelas a seguir, fica
evidente a diferenca de qualidade entre as configuragoes do HMM. Por exemplo, se
compararmos as configuragoes apresentadas nas Tabelas A.4 e A.3, podemos notar
a superioridade da primeira em relacao a segunda, tanto em termos da taxa média

de acerto, quanto em termos da rentabilidade obtida.
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